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Abstract 



The Dirac sea is calculated in an expansion around the light cone. The method is to 
analyze the perturbation expansion for the Dirac sea in position space. This leads to 
integrals over expressions containing distributions which are singular on the light cone. 
We derive asymptotic formulas for these "light cone integrals" in terms of line integrals 
over the external potential and its partial derivatives. 

The calculations are based on the perturbation expansion for the Dirac sea in the 
preprint gr-qc/960604C and yield the formulas listed in the appendix of this preprint. 
The results can be obtained easier with a combination of calculations in position and 
momentum space (see the corresponding preprints on the hep-th server). Therefore the 
calculations are preliminary and will remain unpublished; they are intended as reference 
for people who encounter similar mathematical problems. 
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0.1 Einige vorbereitende Formeln 

In dieser Arbeit werden die Bezeichungen von |^ verwendet. Dort werden die hier aufge- 
listeten Formeln auch genauer abgeleitet und erklart. 
Die Distributionen 



2 ™2\ -ikx 

j^5{k -m)e 
m 



K^2{x) 



^ Yi{-\/m?x^) 
. 47r3 ^ —m?x'^ 



fiir > 
fiir < 



(2vr)^ 



Ji(v^ 



-^(5(x2)e(xO) + , , 



e(x2) e(xO) 



(1) 

(2) 
(3) 



sind Losungen der Klein-Gordon Gleichung. Wir verwenden die Greensfunktion 



Sjn2 (x) 



± 



d^k 1 

(27r)4 A;2 - m2 ± iefeO 

,2 



-ikx 



-^Six' 



+ 



m 



8tt yj rv?x'^ 



Q(x' 



(4) 



Fiir den Diracoperator — m) erhalt man die entsprechenden Grofien durch Differenti- 
ation, 



Pm{X) 



\m\ 



m 
\m\ 



{i^ -\- in) Pj^2{x) 



km{x) = + m) K^2{x) 

m 



(5) 

(6) 
(7) 



Sm{x) = (i^ + m) S^2{x) 
Die Storungsrechnung wird fiir den Diracoperator 

i^ + B (8) 
durchgefiihrt. In erster Ordnung erhalt man fiir die Eigenraume Pm, km des Diracoperators 

Pm B Bpm + 0{B^) (9) 



Pm 

km. 



Pm 
h 



km B SfYi Sm Bkm + 0{B') 



(10) 



Fiir die Storungsrechnung hoherer Ordnung braucht man die avancierte und retardierte 
Greensfunktion 



^m ^m 
Sm 



Die formale Storungsrechnung kann mit der unitaren Transformation 

„ oo 

U = drnV] {-SmBYpm 

JIRUIR ,_n 



(11) 

(12) 



(13) 



/=0 
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durchgefiihrt werden. Allerdings treten bei dieser Storungsrechnung nichtlokale Linienin- 
tegrale auf; um sie zu vermeiden, muss man mit der nichtunitaren Stortransformation 



V 



U^'^^U ^ ch,, (#Q/2)! . 2#Q/^ (^^^ 

#Q gorade 

X C™(Q,l)eC7^(Q,2)•••C7^(Q,^-l)SC™(Q,0Sp„^ (14) 



arbeiten, dabei ist 



(Zur Vollstandigkeit sei erwahnt, dass in der Arbeit hep-th/970500(: eine etwas andere 
Stortransformation verwendet wird. Fiir die Rechnungen in dieser Arbeit spielt dieser 
Unterschied aber keine Rolle, weil die Storungsrechnung direkt mit (|l3[) durchgefiihrt 
wird.) Die gestorten Eigenraume sind dann durch 

Pm = VpmV* (15) 
~kra = VkraV* (16) 

definiert. Fiir die gestorten Greensfunktionen hat man 

°° fc °° A; 

~ {.~^m ^) i ~ {.~^m ^) ■ (1'^) 

k=0 k=0 

Der Eigenraum km lafit sich auch direkt mit den gestorten Greensfunktionen ausdriicken, 

km = {s^ — Sm) • (18) 

SchUei3hch hat k auch die expUzitere Form 

VkmV = E (-1)'^+'^ E E (^vr)#«^+#«^ c (^) c 

#Qi gerade #Q2 gerado 

X Cm{Ql,l)B---BCm{Ql,h)BkmBCm{Q2,l)B---BCm{Q2,l2) ■ (19) 
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Appendix A 



Storungsrechnung fur /cq im 
Ortsraum 



In diesem Kapitel werden wir die Distribution fiir verschiedene Storungen des Dirac- 
operators perturbativ in erster Ordnung berechnen. 

Die Distribution km ist in erster Ordnung durch (10) gegeben, dabei ist B die Storung 
des Diracoperators (P). Im Impulsraum konnen wir diese Gleichung mit Hilfe von (P), (^) 
direkt auswerten 

\Tn\ , , N / 9 9n / On 



m 

',9 



m 



m \ 

+ -^Bp,gi>i + m)6iq^-m^)e{q')) . (A.l) 

p — m / 

Das ist fiir unsere Zwecke aber nicht ausreichend, wir miissen eine explizite Formel fiir k^, 
im Ortsraum ableiten. Dazu konnten wir die Fouriertransformation von ( A.lj ) berechnen, 
was aber recht aufwendig und schwierig ist. Etwas bequemer ist es, die Storungsrechnung 
direkt im Ortsraum durchzufiihren. Darum woHen wir diesen Rechenweg wahlen. 
Nach d), d) und d), (|7|) haben wir im Spezialfall m = 

Ko{x) = j ^,5{k^)e{k^)e-^'^ 

= -^6{x')e{x^) (A.2) 

ikoBso + soBko)ix,y) = (i^J {KoBSq + SoBKo){x,y) (i^^) . (A.4) 
Damit treten Ausdriicke der Form 

{KoBSo + SoBKo){x,y) (A.5) 
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sowie Ableitungen von ( A.5 ) nach x und y auf. Ist B eine Funktion, so mufi in ( [A.5| ) ein 
Integral iiber den Schnitt der Lichtkegel um die Punkte x und y ausgewertet werden: 



iKofSo + SofKo){x,y) 



167r3 



d^z6i{x-zf)6i{z-y)') 
f{z) (^e{x'-z^)+e{z^-y^)) 



Zur technischen Vorbereitung werden wir zunachst solche sogenannten Lichtkegelintegrale 
untersuchen: 



A.l Lichtkegelintegrale 

In diesem Abschnitt gehen wir recht "elementar" vor, berechnen also vieles explizit in 
speziellen Koordinatensytemen. Das ist aus mathematischer Sicht sicher nicht der elegan- 
teste Zugang, wir kommen so aber direkter ans Ziel. Fiir eine systematische Behandlung 
von Randwertproblemen der Wellengleichung siehe 

Wir bezeichnen im folgenden den Minkowski-Raum mit M und den Rand bzw. das 
Inneren und AuBere des Lichtkegels mit 

C = {yeM\<y,y> = 0} 
9 = {y£M\<y,y>>0} 
= {yGM|<y,y><0} 

Fiir den oberen und unteren Lichtkegel verwenden wir die Schreibweise 

£V ^ |y ^ £ I yO > 0} , £^ = {yeC\y° <0} 

9^ = {y G 9 I > 0} , 9^ = {y G 9 I < 0} 



Def. A. 1.1 Definiere die gemdfiigten Distributionen und durch 

Z^(y) = 5(y2)e(y0) 

/^(y) = <)V)0(-y°) 

Wir wollen das Lichtkegelintegral einer Funktion / als das Integral von / iiber den 
Schnitt des nach oben geofFneten Lichtkegels um den Ursprung mit dem nach unten 
geoffneten Lichtkegel um y eingefiihren, also in symbolischer Schreibweise 

= / d4z/^(z-y)/^(z)/(z) 

Da zunachst nicht klar ist, ob dieses Integral punktweise existiert, soli <f f als Distribution 
definiert werden. 

Fiir / E C^{M) ist eine Distribution mit kompaktem Trager, und wir konnen 

ff = i''* (A.6) 

setzenQ. 

^Die Faltung einer Distribution a mit einer Distribution b, die kompakten Trager besitzt, ist definiert 
durch 

ia*b){g) = a{b*g) , g £ CT (M) , 

wobei b{x) = b{—x). Diese Definition ist sinnvoll, weil b * g £ C^{M) ist. 
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Falls / keinen kompakten Trager besitzt, miissen wir eine etwas andere Definition 
verwenden: Wahle eine Funktion rj £ C^(IR) mit 

^1 [-0.5,0.5] = 1 < r/ < 1 supp C [-1, 1] , (A.7) 

und setze (fiir beliebiges e > 0) 

Ve{x) = riC-^) . (A.8) 

Fiir g G C^(M) ist die Funktion 

Hz) = {fl^)*giz) 

d% f[y-z)l\y-z)g{y) G C°^{M) 



im Halbraum t > lediglich auf einer beschrankten Menge von Null verschieden. Daher 
besitzt h % kompakten Trager, und man kann <f f durch 

(4 Dig) = I'^ihve) 



sinnvoll definieren. Beachte, daB diese Definition fiir / G C^{M) mit (A. 6) iibereinstimmt 



In diesem Fall ist namlich der Trager von h kompakt, aus supp = £^ und rj^^^v = 1 
folgt 

I'^iv.h) = I'^ih) = r 

Als abkiirzende Schreibweise verwenden wir (|A.6D auch fiir allgemeines / E C°°(M). 



Def. A. 1.2 Fiir f G C°°(M) heifit die Distribution 

{jf){y) = i''*ifn{y) (A.9) 

das Lichtkegelintegral von f. 

Satz A. 1.3 §f ist eine Funktion, die aufierhalb von 9^ verschwindet. Auf ist j> f 
glatt und harmonisch, 

Oy{ff){y)=0 fiirye^'^. 

Fiir z ^ Cy gilt 

lim Uf){y) = ^ f'f{az)da . (A.IO) 

3^32/^2 J 2 Jo 

Das Verhalten von <f f kann also in der Ndhe des Lichtkegels durch ein Linienintegral 
beschrieben werden. 

Beweis: Fiir g G C^{M) hat man nach Definition von <f f: 

(4 Dig) = [ d'^z I'^iz) [ A l^'iy - z) f{y - z) giy) (A.ll) 



/ A/^(y)/(y)5(y + ^) (A.12) 
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In (|A.12| ) geht nur der Funktionswert g{y + z) mit y^z ^ ein. Aus y,z & folgt 
{y + z) G U daher verschwindet § f auBerhalb von U 

Sei nun supp g C 9^. In ( A.ll| ) kann das Integral iiber z fiir festes y £ supp g 
ausgefiihrt werden, es fiihrt auf das Integral von / iiber ein zweidimensionales Ellipsoid^. 
Da dieses Integral gleichmafiig in y beschrankt ist, kann man die y- und z-Integration 
vertauschen: 

{4f){9) = I d'z{4f){y)g{y) 



mit 



= I d''zl\z-y)l\z)f{z) (A.14) 
d'^z 5{{z - yf) 5{z^) f{z) 



Also ist die Distribution <f f auf 9^ eine Funktion. 

Da das Ellipsoid, iiber das in ( |A.14 ) integriert werden mufi, differenzierbar von y 
abhangt, ist § f auf 9^ glatt. 

Es bleibt noch zu zeigen: 

1. <f f ist auf 9^ eine harmonische Funktion: 
Beachte zunachst, dafi 

□ /^(y) = □/^(y) = 27r5^(y) im Distributionssinne 

Wahle g E C^°°(9^). Es gilt 

f)ing) = (/^*/Z^)(n5) = 

'd^z /^(z) fiz) I A l''iz-y)iagiy)) 

27r / / dS6'{z-y)g{y) 



27r J d%t'{y)f{y)g{y) = , (A.15) 



da g auf dem Trager von verschwindet. 

Weil {§ f) auf glatt ist, folgt n{f f){y) = punktweise. 



^Um die Normierungsfaktoren zu bestimmen, kann man den Fall = to, j/° = betrachten: 
:= I d^zi'{y-z)i'{z)f{z) 

d^z 5{(y - zf) S{z') e(y° - z") 0{z°) f{z) 

dt r^dr duo S{{to - tf - r^) S{t^ - r'^) Q{t'^ - t) Q{t) f{t,r,uj) 

oo Jo Js^ 

wobei uj die iiblichen Winkelkoordinaten Lp) bezeichnet. 

dt di^ J| S{-2tot + tl) f{t,\t\,u:) 

= ^/^/-/(|'^.-) (A-13) 
Die Normierung wurde also so gewahlt, dafi = 7r/2 fiir y G 9^. 
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2. Es gilt 

J^Jprn = |/V(».)<i" : 

Diese Gleichung kann man anschaulich leicht einsehen: Nahert sich y dem Lichtkegel 
an, so wird das Ellipsoid, iiber das in ( A.14| ) integriert werden mufi, immer schmaler, 
so dafi (IaI^) immer besser durch ein Linienintegral approximiert werden kann. Fiir 
den Beweis miissen wir die Differenz zwischen dem Lichtkegel- und dem Linieninte- 
gral geeignet abschatzen. 

Sei V G , erweitere v zu einer Basis {v,w,a,b) von M mit 

<v,w> = 1 <a,a> = <b,b> = —1 , 

alle anderen Skalarprodukte zwischen den Basisvektoren sollen verschwinden. 
Wahle fiir z G Q'^ die Basisdarstellung 

z = fiv + aiw + + a^b . (A. 16) 

Im folgenden bezeichnen fi, aj stets die Komponenten von z in dieser Basis. Definiere 
die Funktion / durch 

f{z) = fifiv) 
Gehe nun in zwei Schritten vor: 

(a) hm (,<ff){y) = ^ f f{av)da 
Fiir y e 9^ gilt: 



oo 



(f/)(y) = I d''z6{{y-zr)6{z')f{z) 

/OO roo roo 

dai / da2 / da^ S{{y — z)'^) 5{z^) 
-oo J — oo J — oo 

dX f{Xv) J d'^z 6{fi - A) 6iiy - zf) 6{z'^) 

dX f{Xv) J d^z 6{<z,w> - A) S{{y - zf) 6{z^) 

dX f{<y, w>Xv) I d^z 6 (±l2^ _ a) 5{{y - zf) 6{y^) 
J \<y,w> ) 



-oo 
oo 



Wir wenden Lemma A. 1.4 an, daiB im Anschlufi an diesen Satz bewiesen wird. 



vr /"i 

/ f{<y,w>o:v) da 
2 Jo 
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Im Grenzfall ?/ — > f hat man <y, w> 1 und somit 

vr 

/)(y) o / f(.0!v) da 
2 Jo 

Sei e > vorgegeben, y G 9^. Es gibt es ein 5 > 0, so daB 

\f{liv + aiw + a2a + a3b) - f{fiv)\ < — , (A. 17) 

vr 
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falls < 2, |ai|,a2''^3 < ^- Wir wollen nun in der Gleichung 
\f-f\]{y) = fd'z6i{y-zf)6{z')\fiz)-f{z)\ 



(A.18) 



die Differenz \f{z) — f{z)\ abschatzen. 

In ( [Al8| ) geht nur der Funktionswert von / — / an den Punkten z mit 



= 







ein. In einer Basisdarstellung von z, y in der Form ( A.16| ) bzw. 

y = TV + (3iw + + Psb 
haben die Bedingungen (|Al9| ) die Form 



2 2 

2;uai — a2 — a-^ = 
2(r - /x)(/3i - ai) - (/Ja - 02)' - (/^s - "3)' = 

Da wir den Grenzfall y ^ v betrachten wollen, kann man 



-<r<2 








(A.19) 
(A.20) 



(A.21) 
(A.22) 



(A.23) 



annehmen. 

Aus ( |A:211 ), dO^ ) und ( [OsD folgt < /i < r, ai > 0. Dies ist auch di- 
rekt einsichtig, well sich die Lichtkegel nur in dem Bereich zwischen den Null- 
Hyperebenen /i = 0, /i = r schneiden. 

Auflosen von ( A.21| ) nach ai und Einsetzen in ( A.22| ) liefert 



2(t - fi)(3i - -(ai + ai) - /3| + 2/32a2 - /?! + 2^3(^3 = 



Mit Hilfe der Ungleichung 



2/i 



2/3. a . < ,j = l,2 



erhalt man 



< 2{T-f,)P^-^{al+al)+i^-l]if3i+(3l 



2/i 

32 \ 



1 



2\ 



< 4(/3i+/32^ + /?3^)-^(a2 + a^) 

< 4(/3i + /3i + /3|)-i(ai + ai) 

und nach Einsetzen in ( [A.21 ) 

ai < 8(/?i+/3| + /3|) 
Walilt man y so dicht an v, daB in der Basisdarstellung ( |A.20 ) 



32 



(A.24) 
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so folgt also 



|ai|,a2i'^3 < ^ 



Nun kann man ( A.18| ) unter Verwendung von ( A.17] ) weiter abschatzen: 



< |(f i)(y) = e 



3. ^ / ist eine Funktion: 

Definiere die Funktion h durch 

hiy) -- 



i§f)iy) fiirye^v 
sonst 



Offensichtlich stimmen <f f und h auf M \ iiberein. Wir wollen zeigen, dai3 sogar 
§ f = h \m Distributionssinne. 

Sei dazu g G C^{M) vorgegeben. Da h auf glatt und auf lokal beschrankt 
ist, ist das Integral 

h{z) g{z) d'^z 



wohldefiniert und endlich. Wahle % wie in ( [A.sp mit e > 0. In einer Umgebung von 
C"^ ist ??£ = 1. Daher gilt: 



if f){9)- I hg = {ff){gve)- I Hgve) 
lim / h{gr]^) = 



ifmveg) 



Wegen 
geniigt es zu zeigen, dafi 



denn dann folgt {§ f){g) = J hg fiir beliebiges g G C^{M) und somit die Behaup- 
tung. 

Forme dazu ( |A.12 ) weiter um: 
mit y = {\y\,y), z = {\z\,z). 

Da g kompakten Trager besitzt, gibt es R > (unabhangig von e), so dafi 

1 



< 



d-'z 



BbXO) 



Br{o) 'i\z\\y\ 



l/(y) {veg){y + z)\ 



Da die einzelnen Integrale iiber y, z fast iiberall existieren und beziiglich der jeweils 
anderen Variablen integrierbar sind, erhalt man nach dem Satz von Fubini 



d^y d^z 
Br{o)xBr{o) 4|zl|y| 



1 



\fiy) ive9)iy + z)\ 
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Im Grenzfall e — > hat man (rj^g) auf IR^ \{{y,z) \ y = Xz,X G IR}, also 
~^ fs-st iiberall. 

Nach Lebesgues monotonem Konvergenzsatz folgt 

lim / d^yd^z—^\fiy)ir]e9)iy + z)\ = 

e^o Jbr{o)xBr{o) 4 \z\ \y\ 

was den Beweis abschliefit. □ 



Es bleibt noch das folgende kleine Lemma nachzutragen: 
Lemma A. 1.4 Sei y G 9^ und w G Dann ist fiir die Distribution 

^ ' \<y,w> 

der Ausdruck <f f sinnvoU definiert, und es gilt 



Gleichung ( |A.25D ist das Integral liber den Schnitt der Lichtkegel um die Punkte 0, y mit 
der Null-Hyperebene <z,w> = X <y,w>. 

Beweis: Wahle ein Bezugssystem^, so dafi y^ = t,y^ = 0, = = w, uP' = = 0. 
Nach ( |Al3|) gilt: 

f <z,w> _\ 1 /" , ^ f <z,w> 

duj { A 



\<y,w> J ly 8Js2 \<y,w> 

= -y dcos-d J dip 6 {-{1 — cos ^) — X 

= ^ f\cos'd6{l-2X-cos'&) 
2 j-i 

Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung. □ 
Die Funktion <f f kann nach ihrer Definitionsgleichung 

( 4 Dig) = [d'y{4 f)iy) 9{y) , 9 G c-(M) 



auf einer Nullmenge beliebig abgeandert werden. Auf 9 U U kann § f stetig gewahlt 
werden, wodurch die Definition eindeutig wird. Auf £^ verwenden wir die Konvention 

iff){y) = ^£f{ay)da , y G £^ . (A.26) 

Dadurch ist § f auf 9^ U £^ stetig. 

Wir wollen nun fiir die partiellen Ableitungen von <^ / explizite Formeln abgeleiten. Ein 
erster Schritt ist das folgende Lemma. 

^Ein Bezugssystem ist ein Koordinatensystem mit gtj — rjij. 
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Lemma A. 1.5 Fiir y G 9 gilt 



dj{ff){y) 



Ay) 



mit 



Zj{z - yY 



difu 



(y) 



fu 



(A.27) 



(A.28) 



Beweis: Nehme zunachst an, dafi y in der tx-Ebene liegt, also y = {to, xq,0,0), weiterhin 
sei to > 0. 

Nach einer Lorentztransformation in der t- und x-Koordinaten gemaB 



7 
1 

7 



-{t-px) 
{x - I3t) 



mit 13 = xo/tQ, 7 = y/l — (3'^ hat man y = (2r, 0,0,0) mit r = ^to/2. Wir bezeichnen die 
Funktion / in den gestrichenen Koordinaten mit /. Eine Rechnung in Polar koordinaten 
gemafi ( A.13D liefert 



f)iy) 



8Js^ 



duj f (r, T cos T sin cos if, r sin sin ip) 



oder in den ungestrichenen Koordinaten 

= - / (iw / f—(r + /3r cos I?), —(r cost? + /?r),r sin 7? cosy?, r sin sin 99 
8 J52 V7 7 

Nun konnen wir die partiellen Ableitungen nach to, xq an der Stelle xq = direkt aus- 
rechnen. In Polarkoordinaten (t, r, "i?, (p) erhalt man 



f){y)\xo=o = [ duj {cos dt + dx)f{T,T,uj) 
16 



d 
dxQ 



(A.29) 
(A.30) 



Wir wollen Gleichung ( [A.30 ) welter umformen. Dabei nutzen wir aus, dafi die zu 
tangentiale Komponente der Ableitung partiell integriert werden kann: Wir haben 



(hj dxf 



2n 
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dip da\-— + 
J -I \r or 

duj (-— + —]f 



X d \ — d 



r da 



f 



und somit 



_d_ 

dxn 



f)iy) 



, r, w 



If/ X 2x\ 
- duj {2dx + cos dt dr ^ /(r, - 

\f du; (2dx + -{dt-dr)-'^)f{T,T,u;) . (A.31) 



Schreibt man die Gleichungen ( [A.29 ) und ([A.31[ ) in koordinateninvarianter Form, so erhalt 
man gerade ( A.27| ). 
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Damit ist auch das Lemma bewiesen, denn dmxh geeignete Wahl des Bezugssystems 
kann man immer erreichen, dafi der Vektor y in t-Richtung zeigt sowie die Ableitungsrich- 
tung in der tx-Ebene liegt. □ 



Wir konnen auch die Gleichungen ( [A.29| ) und ( |A.3C| ) kovariant in der Form ( A. 27 ) schreiben 
mit 

hf = \d,f + ^.(^-yy-}^-y).^' e,f . (A.32) 

Natiirlich ist ( [A.32 ) aquivalent zu ( A.28| ), fiir das weitere Vorgehen ist jedoch ( A.2S| ) 
giinstiger. 

Es ist unschon an Gleichung ( A.27| ), dai3 die Funktion /i^-^^ von y abhangt. Wiinschenswert 
ware eine Gleichung der Form 

dj{jf) = ijh,) (A.33) 

mit geeigneten Funktionen hj. Eine solche Relation scheint auf den ersten Blick sinnvoll 
zu sein, well in ( A.33 ) sowohl die linke Seite (als partielle Ableitung einer harmonischen 
Funktion) als auch die rechte Seite harmonisch sind. 

Der wesentliche Vorteil von (1A.33I) gegeniiber (|A.27[) besteht darin, dafi ( |A.33D leicht 
iteriert werden kann, wodurch man unmittelbar auch Formeln fiir die hoheren Ableitungen 
von § f erhalt. 

Die folgenden drei Lemmata A. 1.6 , A. 1.8 , A. 1.9 dienen als Vorbereitung fiir die Kon- 
struktion der Funktionen hj in Satz A.1.1C| . 



Lemma A. 1.6 Fiir y G und die Funktion 



h{z) 



(mit a,b£ , n G INq, / G C°°(M) ; gilt 



a" f{az) da 



if h)iy) 



a" if f)\av da 



Beweis: 



iff)iy) 



d'^zl^{z-y)t^{z) / daa'^fiaz) 



da a^' 



d^zl^'iz-y) f{z)f{az) 
da a" j d^z l^{z - ay) {z) f{z) 
o^ij'f)\ayda 
wobei die Beziehung 6{\x) = 6{x) /A verwendet wurde. 



□ 
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Def. A. 1.7 Bei den bisherigen Definitionen war der Lichtkegel um den Ursprung aus- 
gezeichnet. Wir bezeichnen die durch Parallelverschiebung um x £ M entstehenden Men- 
gen und Distributionen durch einen zusdtzlichen Index x, also z.B. Cx, fur den 
Lichtkegel um den Punkt x, entsprechend 

ll{y) := I'' {y - x) l^ {y) := {y - x) 

Schreibe fiir das verschobene Lichtkegelintegral 

' f = iXfi^.M 

d'zl^{z)l]i{z)f{z) . (A.34) 



Wenn die Integrationsvariable angegeben werden soil, verwenden wir fiir ( A.34 ) auch die 
Schreibweise 

f{z)dz 

Die bisherigen Ergebnisse iibertragen sich unmittelbar auf diesen etwas allgemeineren Fall. 
Lemma A. 1.8 Fiir die Distributionsableitung von § f gilt 

Fiir [y — x) G 9^ gilt { A.33( ) sogar punktweise. 



Beweis: Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus der ersten, da die linke Seite von ( A.35| ) 
fiir (y — x) G 9^ eine glatte Funktion ist. 

Fiir g G C^(M) hat man nach Definition der Distributionsableitung 

i£djf)ig) = j d''zt'{z-x)d^f{z) j d''yl\y-z)g{y) 

d 



d^z (^^l^(z-x)^ f{z) I dSl\y-z)g{y) 
d^z I'^iz - x) f{z) f d^y {^l\y - z)\ g{y) 



9zj 



d^z 



(^^/^(z - x)) f{z) J A /^(y - z) g{y) 



+ I d'^z l^^iz - x) f{z) I d^y i^l'^iy - z)] g{y) 



dy 



□ 
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Zwei Spezialfalle von Ableitungen der Lichtkegelintegrale konnen wir durch Einsetzen 
in (A. 27) und ( |A.35| ) direkt ausrechnen: 



f 



{y - 



{z — xy djf{z) dz 

I 

{y - zy djf{z) dz 



(A.36) 
(A.37) 



Lemma A. 1.9 Fiir (y — x) G gilt 



(□/) 



\y -X 



3 {y-xy{y-x)'' 



d d 



dy^ dx^ 



y-x\ 



f 



(A.38) 



Beweis: Beachte, dafi in ( |A.38[ ) nur Ableitungen in Richtung des Vektors {y — x) auftreten. 

Man kann annehmen, dai3 (y — x) in t-Richtung zeigt. Durch eine anschlieBende Ver- 
schiebung des Koordinatensystems kann man zusatzlich erreichen, dai3 x = (j;'^, 0, 0, 0), 
y = 0, 0, 0) mit y° > x° > 0. 

Rechne nun in Polar koordinaten und wende ( A.13| ) an: 



'y° + x° y^ + x^ 



Das Integral iiber A^/ verschwindet nach dem Satz von GauB: 



Nach Lemma |A.1.5| und Lemma |A.1.8| gilt weiterhin 



did , 

52 4 



^{yO-x')l^^du;drf 



-Xy'^-xy du-drf 
> J52 2r 



also insgesamt 

ry 



{y - xf 
4 

\y — 



{y - xy{y - xf 



{y - xy{y - x)^ 



d d 
dy^ dx^ 
d d 
dy^ dx^ 



y -x\ 



f 



□ 
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Satz A. 1.10 Fiir die partiellen Ableitungen von <f f gilt 



mit 



^ Jo 



z=ay 



da 



(A.39) 



(A.40) 



Beweis: Schreibe zur Abkiirzung bj(z) = Zjf{z). Nach Lemma A.1.6 gilt fiir [y — x) G 9^ 



y /•! 

dz / da a^hj{az + {1 — a)x) 
X Jo 



da a 

Jx 



ay+(l—a)x 



Setze y = ay + {1 — a)x, x = x und fasse die Variablen x, y (fiir festes a) als von x, y 



abhangige Variablen auf. Lemma |A.1.9| liefert 



|y - x| 



dx^ dy^ 

Um diese Relation in den Variablen x und y auszudriicken, setzen wir die Beziehungen 

|y — x| = a\y — x\ 

d d 1 — a d 



dx^ 
d 



ein und erhalten 
4 



{y 


- xY . 




d 




dy 




4 


(y 


— xY . 




d 




dy 




4 



da {y — x)* 



dx^ a dy^ 

ld_ 

a dy'- 



{y — xY / d 1 — a d 



\y — x\ \dx^ a dy^ 



\y - x\ 



ay+(l—a)x 



da {y — x) 



d 1 — a d \ {y — x) 



dx^ 

ay+{l—a)x 



a dy^ J \y — X 



da {y — x)* 



d 



I — a d \ d 



a 



ay+(l—a)x 



{y — xY Jo \dx^ a dy'^ J da 

Nun kann in a partiell integriert werden. Fiir die Randwerte bei a = 1 erhalt man 

{y-xf—A bi 



(A.41) 



{y — xY dx^ Jx '' 

Bei den Randwerten fiir a = mufi man etwas aufpassen. Beachte dazu, dafi 

Q ray+{l-a)x 

lima{y-x)'^f bj 



a~*0 



lim a 



dx^ Jx 

ay+{l—a)x 



dz {y - z)'' dkb,{z) = 



(A.42) 
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lim (1 - a) (, - X) 



Q (■ay+{l-a)x 



f 

lim (1 — a) 4 

^-*0 Jx 

lim (1 — a)a 



ay+(l—a)x 
ay+(l—a)x 



«->0 



dz {z — x)^ dkbj{z) 
dz (z — x)'^ dkbj{az + {1 — a)x) = 



(A.43) 



wobei ( A.36| ), ( [A.37 ) angewendet und ausgenutzt wurde, dafi das Lichtkegelintegral eine 
beschrankte Funktion ist. Man erhalt also 



dz J da a Obj{az + {1 — a)x) 



{y - xy 



{y - x) 



^ 9 I\. _ 4 

^ (y - xY 



dx^ 



1 Id rOLy-{l-a)x 



(y - x) / da — —r r 
'o a dy'^ Jx 



Setze nun die spezielle Form von bj ein, wende wiederum Lemma A.1.6| an 

A I. d fy 



{y - xy 



und verwende die Beziehungen ( [A. 36 ) und (|A.37 ) 
4 ry 



{y - x)2 



dz {y-z fdk{z^f{z)) 



dz {z — x) dk [ Zj / f{az)da 



(A.44) 



{y - xy 

Betrachte jetzt den Spezialfall x = 0. Im zweiten Summanden von ( [A.44 ) kann die Um- 
formung 

<^ dz z'^dk (^j j f{az)da^ = <^ dz Zj J ^1 + Q?^^ f{az)da 



dz Zjf{z) 



angewendet werden, es ergibt sich insgesamt 

^dz J\aanbjiaz) = ^ £ dz [{y - 2z)jf{z) + zj{y - z)''dkfiz)) . 
Nun kann man ( A.39| ) unter Verwendung von Lemma A.1.5 verifizieren: 



i9h,)iy) 



dz ( djf{z) — - [ da a Obj{az) 



□ 
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Korollar A. 1.11 Mit Konvention l[A.2d[) ist§ f e C'^{Q'^UC'^). Die partiellen Ableitun- 
gen heliehiger Ordnung von § f in 3^ sind also stetig auf 9^ U £^ fortsetzhar. 



Beweis: Nach Satz A.l.lC und Satz A.1.3| sind die ersten Ableitungen auf 9^ U £^ stetig 
fortsetzbar. 

Fiir die hoheren Ableitungen folgt die Behauptung durch Induktion; beachte dazu, daB 
hj nach ( |A.40D eine glatte Funktion ist. □ 



Wir wollen nun durch Iteration von ( [A.39 ) einen expHziten Ausdruck fiir die zweiten 
Ableitungen der Lichtkegelintegrale ableiten. Als Vorbereitung benotigen wir folgendes 
Lemma, mit dem sich geschachtelte Linienintegrale vereinfachen lassen: 

Lemma A. 1.12 Sei f G C°°([0,1]). Dann gilt fiir n,m > 

C dao^ t df3 fia(3) = — f\a (a"" - a"") f{a) 

Jo Jo m-n Jo 

Beweis: Durch partielle Integration und Anwendung der Beziehung adaf{a(3) = Pdpf^a^) 
erhalt man 



da I d(3 f{ap) 



Jo Jo Jo Jo dp 

= da a™ /(a) - da a™ dp ^TsfiaP) 

Jo Jo Jo op 

da a"" f{a) - ^ da a™+^ -^f{aP) 

10 Jo Jo oa 

da (a™ - a") /(a) + (m + 1) / d/? /3" / da a"" /(a/3) 

/o Jo Jo 



□ 

Als kleine Anwendung berechnen wir die Randwerte von dj§ f auf dem Lichtkegel: 
Lemma A. 1.13 



Beweis: 



lim^^^ dj ( / /) (y) = ^ « djf{az) da + ^ j\a^ - a) da (A.45) 



t; I 9jf{Pz)dp-^[ dp [ daadjf\af3y-^ [ dpi daa^yjUf^^p 
^ Jo 2 Jo Jo ' 4 Jo JO 



1 

adjf{az) da+ '- I {a^ - a) yj {nf\ da 
2 Jo 4 Jo 



□ 
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Satz A. 1.14 Auf^"^ gilt 

djk f f = f^jk 

mit 



hjk[f]{y) = djkf{y)-J^ (^2a'^djkf\ay + ^{'^a^ -a)gjk{Of)\ay^da 



1 1 , . 

-(2q3 - a^) [yk {Ddjf)i^y + yj {Ddkf)iay) da 

1 1 



^ _ y. (02/) da . (A.46) 



Beweis: Nach Satz A.l.lC gilt auf 

djk f = djf hk = f hjk 

mit 



hk{y) = dkf{y)- f^[adkf\ay + \a'yk{nf)\^y'^da (A.47) 
hjk{y) = djhk{y)- [(i djhk\iiy + ]^(3^ yk{^hk)\p^df3 . (A.48) 



Hieraus kann hj^ direkt bestimmt werden: 

o „ „ 1 o 1 



'9i^fe(y) = ^:>^f\y~ (a^ djkfiay + ^a^ 9jk{Of)\ay + ^a'^ yk{Odjf)\ay^ da 
djhkiPy) = djkfipy- (o!^ djkf\af3y + ^0^"^ 9jk {of)\af3y^ doi 



,3 



a 







OhkiPy) = ^dkfifsy - 1^ (^2a'^adkfiafiy + yk °^f\apy^ da 



Wir wenden die Integralumformungen von Lemma A. 1.12 an 

^ P {djhk)\/3y d(3 = (^a^ djkf\ay + ^("^ - ") Qjk {^f)\a^ da 

1 

+ 2 - yfc {^djf)\ay da 

PH0hk)lpy dp = (^{2a'-a^){ndkf)lay+l{c^^-C^')yk{O^f)\ayy0^ ■ 

und setzen in ([A.48| ) ein. □ 

Abschliei3end leiten wir Formeln fiir die Distributionsableitungen von <f f ah: 
Satz A. 1.15 Fiir die ersten Ableitungen von <f f gilt (ini Distributionssinne) 

djiff)iy) = {jh,){y) + 7^y,l\y) [' f{ay)da (A.49) 

mit 







1 



^jiy) = i9jf){y) - 2 " °z{zjf{z))\,=a.y da 
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Gleichung ( |A.49 ) laBt sich anhand einer formalen Rechnung leicht einsehen: Dazu nimmt 
man an, dafi die glatte Funktion /)|cjv auf ganz M glatt fortgesetzt werden kann, es 
also eine Funktion 7 G C°°(M) gibt mit 



71 sv 



iff) 



Nach Satz A. 1.3 und Satz A. 1.10 hat man 

^ Jo 

/)(y) = 7(y) e(y2) e(yO 

Formales Ableiten von ( |A.52 ) liefert 

'f){y) 



(A.50) 
(A.51) 
(A.52) 



9,7(y) e(y2) 9(2/°) + 2y,7(y) <5(y2) 9(2/°) 
+ 7(y)e(y2)5^.o5(yO) 



Im ersten Summanden kann man ( |A.50| ), im zweiten ( |A.51| ) einsetzen, der dritte Summand 
verschwindet. Auf diese Weise erhalt man ( A.4S| ) und kann leicht die Vorfaktoren und 
Vorzeichen verifizieren. 

Die technischen Probleme dieser Herleitung kann man folgendermafien umgehen: 
Beweis: Da ^ / auBerhalb von 9^ U C"^ verschwindet, hat man fiir g G C^{M) 



{if){y)9{y) A 



Bei der Berechnung der schwachen Ableitung von § f kann man den Satz von Gaufi an- 
wendenQ 



i-yj) ( 4 f)\y9\y 



i^j f f)\y9\y d y 



wobei dii das kanonische Mafi d'^x/\x\ auf bezeichnet. 
Einsetzen von ( IO9D und ( [A36D hefert 



yj 



vr 
2 Jo 



f{ay) da g{y) dfi 



hj)\y9\y d^y 



M 



( j h,){y) + vr yj l\y) f{ay) do^ g{y) d^y 



□ 



Die zweiten Ableitungen erhalt man wiederum durch Iteration: 



'Beachte, dafiji/ aufgrund von Konvention (A. 26) bis an den Rand des Integrationsgebietes stetig ist. 
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Satz A. 1.16 Fiir die zweiten Ableitungen von § f gilt (im Distributionssinne) 
djk ( f f){y) = 27r (^^' f{ay) do^ y, yu m^(y) 

+71" (yj^ a {yj dkf\ay + Vk djf\ay) do^ I'^iy) 



+ 2 



(a - a){af)\^yda \ yjykl (y) 



+{fhjk){y) 

wobei hjk die Funktion (A. 46 ) und ni^ die Distribution 

m'^iy) = 6'{y') G(yO) 

bezeichnet. 



Beweis: Nach Satz A. 1.15 gilt 



dk {9 hj){y) = if hjk){y) + tt yk I (y) / hj{ay) da 



Einsetzen der Umformung 
Jo 



hj(ay) da 



1 rl 



djf\ay da - da (3 d(3 djf\a/3y 



--yj / a da [3 d(3 {nf)\^p 
^ Jo Jo 

(a djf\ay + ^(a^ - a) yj (□/)|Qy^ da 



fiihrt auf 



(A.53) 



(A.54) 



dkifh,)iy) = {jh,k){y) + 'f^{^j\a^-a){Uf)^^ydo>j y,ykf{y) 

+71" aykdjfiayda^ /^(y) . (A.55) 

Weiterhin hat man wegen dkl^ {y) = 2yk rn^{y) 

dk [yj I'^iy) f{ay) da^ = gjk /^(y) ^ f{ay) da + /^(y) a yj dkf\ay da 

+'^yjyk (^J^ f{ay)da^rn^{y) 



(A.56) 



Partielles Ableiten von ( A.49| ) nach y^ sowie Einsetzen von ( |A.55| ) und ( A.56| ) hefert ( A.53| ). 

□ 
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Bemerkung A. 1.17 Aus Rechnung ( |A.15| ) folgt die Beziehung 

□ / = 27r/ . (A.57) 



Zur besseren Kontrolle der abgeleiteten Formeln kann man ( A.571 ) auch aus ( |A.53 ) durch 
Uberschieben mit der Metrik ableiten: 



Aus ( [A. 46 ) erhalt man unmittelbar <^ hj^g-'^ = 0. Beachte dazu, dafi Terme, die 



enthalten, auf verschwinden. AuBerdem gilt dj{Uf)[ay) = {d/ da) {Of) (ay), so dafi 
man partiell integrieren kann. 

Daher liefert Gleichung ( A.53| ) unter Verwendung von y"^ l^{y) = 



0{jf)iy) = 7t(^£ f{ay)da^yW,l''{y) 
+47r /(ay) da) l^'iv) 



+27r (^l\^f (ay) da^ f {y) 

Anwendung der Identitat^ 
und partielle Integration im dritten Summanden fiihrt auf ( A.57| ). A 



y'd,l\y) = -2/^ (A.58) 



Mit Hilfe der Formeln ( A.49| ) und ( [A. 531 ) fiir die Ableitungen von Lichtkegelintegralen 



kann man die Storungsrechnung fiir fco relativ direkt durchfiihren. Es ist giinstig, vorher 
die Notation etwas zu vereinfachen: 

A. 2 Einige Bezeichungen 

Fiir die Storungsrechnung im Ortsraum werden oft Integrale langs der Verbindungsstrecke 
zweier Punkte in M benotigt. Wir wollen eine Kurzschreibweise vereinbaren: 



^Das sieht man folgendermafien: 

g{y) y'd,l\y) d% = ~ f (4 + y'd,)g{y) d% 

Gehe nun in Polarkoordinaten 



und integriere partiell 



du) I -dr2g{r,r,u) ^ -2 \ I {y) g{y) d y 
52 Jo ^ 



23 



Def. A. 2.1 Schreibe fur das Linienintegral zwischen den Punkten x,y G M 

r f := [' fiay+il-a)x)da 

Jx Jo 

Als Integrationsvariahle soli dabei stets a verwendet werden, also 



r a"" f ■= a"" f{ay+{l-a)x)da 

Jx Jo 



Wenn wir Distributioncn p„i, Sm, km, Pm, km, ■ ■ ■ nach m entwickeln, lasscn wir zur 
besseren Ubersicht oft den Index m weg. Den Beitrag ~ dieser Ausdriicke bezeichnen 
wir durch einen zusatzlichen Index ^'^^ . Insbesondere haben wir 



p(0) 




pil) 


[x,y) 


pm 


[x,y) 


p(3) 


[x,y) 




[x,y) 




[x,y) 




{x,y) 




[x,y) 




{x,y) 




[x,y) 



Po{x,y) = - 
1 1 



27r3 ^4 



4^3 ^2 

1 



167r3 
i 



647r3 

ko{x,y) 
i 



iH\e\)+Ce) 
uH\e\)+Ce) 



1 



4^ r (0-^^(0) 



87r2 
i 



16.2 «(^^)^(^°) 



647r2 



(A.59) 
(A.60) 
(A.61) 
(A.62) 
(A.63) 
(A.64) 
(A.65) 
(A.66) 
(A.67) 
(A.68) 



dabei ist Cg die Eulersche Konstante. 

Bei zusammengesetzten Termen mufi der gesamte Ausdruck in Potenzen von m en- 
twickelt werden, also beispielsweise 



{sJfLp) 



(1) 



^(0) 4^(1) +^(1)4^(0) 



Oftmals geniigt es, das Verhalten einzelner Beitrage der Storungsrcchnung nur in der 
Nalie des Liclitkegels zu untersuclien. In diesem Fall fiihren wir eine Entwicklung um den 
Lichtkegel durch: Wir nennen eine Funktion /(y), y G M, von der Ordnung y^", n G IN'^, 
falls 



lim 



< oo 



fiir alle z ^ C 



Entsprechend heifit eine Funktion /(x, y) von der Ordnung (y— x)^", falls fx{0 '■= f{x, x+ 
^) fiir jedes x £ M von der Ordnung ^'^^ ist. Mochte man die Beitrage der Ordnung 
{y — x)^" berechnen, so mul3 man die Randwerte der Ableitungen bis zur n-ten Ordnung 
auf dem Lichtkegel bestimmen. Das ist unmittelbar einleuchtend, wir wollen es aber 
trotzdem exemplarisch fiir eine Entwicklung bis zur Ordnung y^ beweisen: 
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Lemma A.2.2 Sei f G C°°(£V U 9^) und gelte 



lim f{y) 



lim djf{y) = /itV a/te z ^ . 



4 



Dann ist f{y) von der Ordnung y . 

Beweis: Nach Voraussetzung sind / und dessen partielle Ableitungen auf 9^ U stetig 
fortsetzbar. Bezeichne fiir den Beweis der Einfachheit halber den Grenzwert auf dem 
Lichtkegel durch den entsprechenden Funktionswert, also0 



fiz):=Jun fiy), 



9jf{z) := lim djf{y), u.s.w.. 



Betrachte eine Folge 3 (yn) z £ . Wahle einen zeitartigen Vektor mit <v, v> = 1, 
> 0. Die Folgenglieder konnen eindeutig in der Form 



yn = Zn + TnV 



Zn e Cy , r„ > 



dargestellt werden. Im Grenzfall n ^ oo hat man z^ - 
Es miissen zwei Falle getrennt betrachtet werden: 



Z^ Tn 



0. 



1. Zy^O: 

Man kann eine Umgebung U C von z und Konstanten ci, C2 > wahlen, so dafi 



v'v^ dijf{x 



< Ci 



<X,V> > C2 

fiir alle x G U. Fiir geniigend grofies n ist Zn £ U und somit 



l/(yn)| 



< icir2 + 0(r3) 



V; 

y'n 



= 2Tn <Zn,V> + <V,V> 



Es folgt 



lim 

71— »00 



Vn^ fiVn) 



< oo 



2. z = 0: 

Wegen dkf\c'J = folgt fiir alle v £ 



(A.69) 
(A.70) 



Aus ( |A69| ) erhalt man djkf{0) = 0. Aus ( |A.7C| ) folgt zunachst 

dijkfiO) = 9ij Wk 



^Diese Bezeichnung wird ansonsten bewufit vermieden, well sie zu Verwechslungen zwischen der Distri- 
butionsableitung {djf){z), z £ C'^ und dem Grenzwert der partiellen Ableitung {djf){y) bei 9^ B y 
z a Cy fiihren kann. 
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fiir einen geeignetes w £ M und wegen der Symmetrie in den Indizes i, j und k sogar 



dijkfm 







Die partiellen Ableitungen von / verschwinden also am Ursprung bis zur dritten 
Ordnung. Man kann eine Umgebung U C £^ von z und eine Konstante C3 > 
wahlen, so daB fiir alle x £ U die Ungleichungen 



\djkf{x)\ 



< C3 <x,v>'^ + 0{<x,v>-^ 



\^^,kf{x)\ = \x'd,,Mfm\+0{x^) 

< C3\<X,V>\ + 0{<x,v>'^) 

gelten. Setze k„ = <Zn,v> > 0. Man hat y'^ = 2r„K„ + r^. Fiir geniigend groBes n 
ist z £ U und somit 



l/(yn)| 



3! 



Es folgt 



lim 

n— >cxD 



^n"^ fniVn) 



< 00 



□ 



A. 3 Storungsrechnung fur das elektromagnetische Feld 



Wir betrachten die Storung des freien Diracoperators durch ein aufieres elektromagnetis- 
ches Feld 

G = i^ + e4 . (A.71) 
In erster Ordnung Storungstheorie hat man nach (|l^ und (1a1|) 



kn 



ko + Ak 







mit 



Ako{x,y) 



-e {ko4so + so4ko)ix,y) 

-e (i^), {Ko4So + So4Ko) {x, y) {i^)y 



(A.72) 



Die Gleichungen ( A.2 ) und ( |A.3D kann man unter Verwendung der Distributionen und 
schreiben als 



Ko{x,y) 
So{x,y) 



47r2 
1 

in 



{l^{x-y)-l\x-y)) 
(l\x-y) + l''{x-y)) 
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Folglich gilt 

{KaS^ + S^4K^){x,y) 

(fz {f{x -z)-l^{x- z)) 4{z) {f{z -y)+l''{z- y)) 

(fz {f{x -z)+ /^(x - z)) 4{z) {t'iz -y)- l^^iz - y)) 

d^z {f{x - z) 4{z) f{z -y) - l^'ix - z) 4{z) /^(z - y)) 

'd^z (i^^{z)mz)-i'^{z)ti{z)) m 

' ry \ 



167r3 

i 

i 

8^ 

i 

8^ 

i 



(A.73) 



Den zu berechnenden Operator A/cq kann man also mit Lichtkegelintegralen ausdriickenQ: 



AA:o(x,y) 



4 4-44 

J X Jy 



le 
8^ 



ie i i k 9 d 
SvrS ' ' ' dxidyi" 



A, 



A.. 



(A.74) 
(A.75) 



Die Ableitungen konnen nun mit Hilfe von Satz A. 1.15 und Satz A. 1.16 ausgewertet wer- 
den. 



Theorem A. 3.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

ry 



Ako{x,y) 



-le 



Aj e ko{x,y) 



le 



+ 



+ 



+ 



87r2 

e 

167r2 

ie 
167r3 

ie 
167r3 
e 

'327r3 
ie 
47^3 



-£2 ( / (2«-l)^''7'i^.,) ^(0-/^(6) 



f -4 )dz {a'-a')(^ Ck □/ 
J X Jy / J X 

<f^ - <f^) dz [\Aa^ - Sa^) 1^ °^fei 

J X Jy / J X 



y 

y fx 



X Jy 

y 



X Jy 



dz / a' e'^^' {UF,,) a Pli 

J X 

dz [ (2a2 - a) 7^ jk 



(A.76) 
(A.77) 
(A.78) 
(A.79) 
(A.80) 
(A.81) 
(A.82) 
(A.83) 



^Beachte wegen der Vorzeichen, dafi fiir den Operator B{x, y) —j^ ^ ^ und eine Wellenfunktion \l/ 



gilt: 



((i^) B m *) {x) 



d^y m.B{x,y){my 'fiy) 
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wobei Fjk = djAk — dkAj den elektromagnetischen Feldstdrketensor und = diF^^ den 
Maxwell-Strom bezeichnet. Zur Abkiirzung wurde = y — x und Q = z — x gesetzt. 

Beweis: Betrachte zunachst den Fall > 0: 

Da aufierhalb von ^ S Q'^ U jC^ verschwindet, vereinfacht sich ( A.75| ) unter Ver- 
wendung von Lemma A. 1.8 zu 

AT/ X i i k 9 d py . 

Ako{x,y) = ^7 7 7 ^ 



'Svr 



3 fl^l'' 



d d 

Qrj.1 Qyk 



QylQyk 



A, 



diA, 



(A.84) 



Berechne nun nacheinander die einzelnen Terme: 



52 



A, 



52 



QytQyk 
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92 



dy^dy'^ Jx 



A^ 



A, 



4 



i i k I" , 



wobei die Symmetrie der zweiten partiellen Ableitungen ausgenutzt wurde. 
Wende nun Satz |A. 1.161 und ([AUtI ) an: 



V[^^]7" + 47r(/ A^)Cj^m^{C) 



(A.85) 
(A.86) 
(A.87) 



Fiihre in ( A.87| ) die Ersetzung 



i,uA^ = ^^djdkA'^-tjk 

durch. Die Ableitung in Richtung des Vektors ^ kann wieder in eine Ableitung nach der 
Variablen a umgewandelt und partiell integriert werden. 

Auf analoge Weise kann man im zweiten Summanden von ( A.86 ) den Ausdruck 

^,^A^ = ^^3^4 + ^1" Fkj 

behandeln. Die nun bei der partiellen Integration auftretenden Terme kompensieren gerade 
den ersten Summanden in ( |A.86 ). 

Man erhalt auf diese Weise den Ausdruck 



q2 

r^^^i^^ . 

QylQyk 



A, 



2 f /i,fc[^^]7' + 4vr(/ A,)e^m''{0 



a —a) 



Jk 
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Weiterhin gilt 



Jx 



Man kann die Identitat 



(A.88) 



anwenden und erhalt nach Einsetzen in ( A. 84 ) insgesamt: 
A/co(2;,y) = 



le 
ie 



y TP 



y 



r(6 («^-«) 



3k 



167r2 



Beachtet man, dai3 fiir > 

1 



(0 (^j\2a-l)ei^Fk^ (A.89) 

(A.90) 
(A.91) 
(A.92) 



27r2 



gilt, so sieht man, daB die Summanden in den Zeilen ( A.89| ) bis ( [A.91 ) mit den Aus- 
driicken ( [A. 76 ) bis ( |A.79 ) iibereinstimmen. 

Es soil nun gezeigt werden, daB auch die verbleibenden Terme von korrekt sind, also 
insbesondere, dafi ( A.92| ) mit den Summanden ( [A. 79 ) bis ( |A.83 ) iibereinstimmt: 

Aus ( |A.460 erhalt man 



Fiihre in ( A.94| ) bzw. ( A.95| ) die Ersetzungen 



(A.93) 
(A.94) 
(A.95) 



durch, schreibe die Ableitung in Richtung des Vektors C als Ableitung nach a und integriere 
partiell. Man erhalt dann 



7^' hjk[A% 



1 

4 7. 
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Nach ( |A.40 ) gilt weiterhin: 



J X J X ^ 



2 ^d^A^ -a4- J' (2a ^dkA^ - a n^) 



pii 



+2 ^dkA^ - °4 - ^ / ^dkA' 



Insgesamt ergibt sich 



7- 



- r(2a'-a)^^jk - 



+ - 



a 



2 5^^-fc'(nF,,)C 



ijj^k Pii 



(A.96) 



Durch Einsetzen in ( [A.92[ ) erhalt man gerade die Terme ( [A.80[ ) bis ( A.83D . Damit ist der 
Fall > bewiesen. 

Den Fall < q kann man durch Punktspiegelung des Minkowski-Raumes am Ursprung 
auf den Fall > zuriickfuhren: Beachte dazu zunachst, 

-X 



f 



f 



(A.97) 



y 



(A.98) 



und, nach Einsetzen in ( A.75| ), 

Ako{x,y) = -Ako[A]{-x,-y) 

gilt. Dabei bedeutet die eckige Klammer [A], daB das elektromagnetische Potential A in 
der Definitionsgleichung von Ako durch A zu ersetzen ist. Auf der rechten Seite von ( A.98| ) 
kann man die Gleichung ( A.76| ) bis ( A.83| ) anwenden und erhalt die Aussage des Theorems 
fiir < 0. Verwende dabei die Identitaten ( [A.97 ) und 

Fij[A] = -Fij 
jk[A] 



Jk 



'Dabei bezeichnet / die Funktion f{x) = /(- 



30 



Um den Fall .^'^ = zu behandeln, geniigt die Feststellung, daB im bisherigen Beweis die 
Distributionen 



1G' -i 'i h 



87r3 



d d 

d d 

dx'' dy^ 



A, 



A, 



vollstandig (also ohne die Einschrankungen ^'^ > bzw. < 0) berechnet wurden und 
daB Afeo nach (|A.75| ) die Summe dieser Operatoren ist. Wir haben also alle Beitrage zu 
fco gefunden, es gibt keine zusatzlichen Terme, die fiir ^'^ = beitragen. □ 

Wir wollen die gewonnene Gleichung fiir /cq kurz diskutieren: 

Zunachst einmal fallt auf, daB A:o(x, y) fiir raumartiges ^ verschwindet, was die Kausalitat 
wider spiegelt. 

Die Summanden ( A.76| ) bis ( A.79| ) tragen nur auf dem Lichtkegel (also fiir ^ G £) 
bei und werden daher die auf dem Lichtkegel lokalisierten Terme genannt. Die Summan- 
den ( IA.80D bis (IA.83D fiihren dage gen zu einem Beitrag im Innern des Lichtkegels (also fiir 
^ E 9) und heiBen delokalisierte Terme. 

Wir wollen nun den Spezialfall betrachten, dafi ko durch eine Eichtransformation aus 
ko hervorgeht, also dafi 

e4 = 

fiir eine geeignete reelle Funktion A. Da diese Eichtransformation der Phasentransforma- 
tion 

^(x) ^ e^^(^)^(x) 
der Wellenfunktionen entspricht, kann man ko sehr einfach exakt angeben: 



ko{x,y) 



e*^(^) ko{x,y) e-'^'^^^ 
e*^(^) iil^),Koix,y) e^^^^^) 



(A.99) 



Auf der anderen Seite kann man ko{x,y) mit Hilfe von Theorem A. 3.1 berechnen. Da 



Jk 



ist, verschwinden die Summanden ( A.77 ) bis ( A.83| ). Man erhalt 



ko{x,y) = ko{x,y)-i( djA] ko{x,y) 



ko{x,y) 







1 d 

da ^A{ay + (1 — a)x) ] ko{x, y) 



da 



= ko{x,y) +i{A{x) - A(y)) ko{x,y) 

was in erster Ordnung in A mit ( [A.99D iibereinstimmt. Man sieht auf diese Weise, daB der 
Summand ( A.76| ) fiir das richtige Eichtransformationsverhalten von ko verantwortlich ist. 
Er wird daher Eichterm genannt. 

Aus Satz A. 1.3 folgt, dafi ko{x,y) fiir y — x € Q eine glatte Funktion ist. Dariiber 
hinaus kann man den Grenzfall untersuchen, dafi sich y — x dem Lichtkegel annahert: 
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Satz A. 3. 2 Fiir y- x e C gilt 



lim ko{x,u) 



+ 



'647r2 
e 

647r2 



/'(a' -a) e^'^' {UF,,) Pli 



a) 7 Jfc 



(A.lOO) 
(A.lOl) 
(A.102) 
(A.103) 



wobei wieder £^ = y — x gesetzt wurde. 



Beweis: Die Behauptung folgt mit Hilfe von ( A.lOp durch eine direkte Rechnung. Dabei 
wendet man die folgenden Integralumformungen von Lemma A. 1.12 an: 



dz 



Ck nj 



■k 



1 pi 

d(3 / da (a^ - a^) /J^ ^ Ck {^j^){al3y + (l-a/5)x) 
Jo 

1 , 



dz 



^2 e^Jk\uF,^)CkPli 



X 

y 

dz 

X Jx 



[\a''-2a^ + a')UkOf 

^ Jx 

-\ \\^o? - 6a2 + 2a) {^F^j) 
f\a-a^)e'^'''{nF,,)Ck Pli 

J X 



(2a2 



aj 7 3k 



(Die Integrationsvariable a bezieht sich immer auf das innere Linienintegral.) 



□ 



Nun kann das Verhalten der einzelnen Summanden ( [A.76 ) bis ( |A.83| ) in der Nahe des 
Lichtkegels untersucht werden. Bei den delokalisierten Termen betrachten wir zur Einfach- 
heit nur die Naherungsausdriicke ( |A.100 ) bis ( A.103| ). Die Summanden (A. 77) und ( A.80| ) 
sind (als 4x4-Matrizen bei festem x, y) proportional zu ^ und heii3en radiale Beitrdge. Auf- 
grund der Antisymmetrie des elektromagnetischen Feldstarketensors sind die Terme ( |A.78 ), 
( |A.79 ), ( A.81 ) und ( A.82| ) senkrecht zu ^ und werden daher orthogonale Beitrdge genannt. 
Die Summanden ( A.77] ), ( A. 83 ) enthalten den Maxwellstrom. Sie spielen fiir die Feldgle- 
ichungen eine entscheidende Rolle und werden Stromterme genannt. 



A. 4 Storungsrechnung fur das Gravitationsfeld 

Der Diracoperator im Gravitationsfeld wird in ausfiihrlich behandelt. Es wird dort ins- 
besondere gezeigt, d&Q die Diracmatrizen 7-' bei Einfiihrung des Gravitationsfeldes durch 
dynamische Matrixfelder G^{x) zu ersetzen sind, die mit der Lorentzmetrik iiber die An- 
tikommutatorrelation 

g^' = (A104) 
verkniipft sind. Der Diracoperator nimmt in allgemeinen Eichungen die Form 

G = iG^dj + G^Ej (A.105) 
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an, wobei die Matrizen Ej, die sogenannten eichfixierenden Terme, von abhangige 
Matrixfelder sind: 

Ej = '-pp,j -^TV ) + ^Tr {pG.G'^-,^ ) p (A.106) 

Die Storungsrechnung fiir das elektromagnetische Feld wurde im vorigen Abschnitt ohne 
Wahl einer speziellen Eichung (z.B. Lorentzeichnung) durchgefiihrt. Dadurch bot das 
Eichverhalten der verschiedenen Terme bei den Rechnungen eine wichtige Kontrollmoglichkeit. 
Um den Rechenaufwand so gering wie moglich zu halten, soil in diesem Abschnitt hingegen 
eine giinstige Eichung gewahlt werden: Zunachst einmal kann man die Matrixfelder G^ 
durch eine geeignete Eichtransformation in die Form^ 

3 

a=0 

bringen. Die Funktionen h^"^ beschreiben dabei die Storung durch das GravitationsfeldP^ 
Da die Storungsrechnung fiir ko in erster Ordnung durchgefiihrt werden soil, geniigt es im 
folgenden, die linearen Terme in h^*^ mitzunehmen. 
Bei einer Eichtransfomation 

= {l + i ttkiix) (T^^ + 0{a^)) ^{x) 



verhalten sich die Matrixfelder G^ wie 

3 



Qj = ^^ + Y1 + i au [ct'^', 7^] + 0{a\ ha) 

a=0 

3 



a=0 

Man kann also durch Wahl der Eichung erreichen, dafi h^"" symmetrisch ist, also h^'^ = h"'K 
Eine solche Eichung wird symmetrische Eichung genannt. Wir werden im folgenden 
stets in symmetrischer Eichung arbeiten und auch das Ergebnis der Storungsrechnung nur 
in symmetrischer Eichung angeben. 

Die Funktionen h^"" sollen von nun an formal wie ein Tensorfeld behandelt werden. 
Wie in der linearisierten Gravitationstheorie iiblichP^, soil das Heben und Senken von 
Tensorindizes mit der Minkowski-Metrik r/j^ durchgefiihrt werden. 

^Das sieht man folgendermafien: Nach Definition des Diracoperators im Gravitationsfeld (siehe ^]) 
gibt es zu jedem Raum-Zeit-Punkt x eine spezielle Eichung und ein spezielles Koordinatensystem, so dafi 
G-* (x) = 7^ . In dieser Eichung hat man in behebigen Koordinaten 

3 

&{x)^^y'''^a (A. 107) 

a = 

mit geeigneten Koeffizienten Da G-' (x) nur vo n der E ichung im Punkte x abhangt, kann man durch 



eine geeignete Eichtransformation erreichen, dafi (A. 107) sogar auf dem ganzen Definitionsbereich der 
Karte mit glatten Funktionen k-'"'{x) gilt. 



10 



Beachte, dafi /i-'" kein Tensorfeld ist, sondern sich unter Koordinatentransformationen gemafi 



^X 



transformiert. 

"Siehe z.B. Landau/Lifshitz §, Band 2, §105. 
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Fiir die Metrik erhalt man nach ( IA.104D 

9jk = Vjk — 

Insbesondere sieht man, daB die h^^ durch die Lorentzmetrik eindeutig bestimmt sind. 
Man hat nun noch die Freiheit, kleine Koordinatentransformationen = + k^{x) 
durchzufiihren. Diese Willkiir kann man ausnutzen, um die Zusatzbedingung 

hjk!" = ^h,j mit h = h^k (A.108) 

zu erfiillen^^. Man hat dann 

Tjfc = ~^j)fc ~f^kjj -^hjk,'' 

detg\ = 1 — h 
Rjk = —^hjk 

Ej = — — Tr(G'"G";j ) GmGn 

= {hjk,''-h,j) 
i 

~4 



7^ hj 



Durch Einsetzen in ( |A.105| ) erhalt maif^ 

G = ^^ + ^J^h^>^A..'_(^h) . (A.109) 

Bei der Durchfiihrung der Storungsrechnung tritt eine kleine Schwierigkeit auf: Das Grav- 
itationsfeld fiihrt nicht nur zu einer Storung des Diracoperators in der Form (|A.109| ), 
sondern auch zu einer Anderung des IntegrationsmaBes ^y—g d^x. Gleichung (|10|) kann 
jedoch nur angewendet werden, wenn das IntegrationsmaB unverandert bleibt. 

Der einfachste Ausweg besteht darin, auf ein System mit dem MaB d'^x zu trans- 
formieren, die Storungsrechnung in diesem System durchzufiihren und anschlieBend auf 
das MaB \/—g d'^x zuriickzutransformieren. Beachte dazu, daB sich eine Wellenfunktion 

der Diracoperator G und ein Integraloperator A{x^y) beim Ubergang von dem Mafi 
a{x) d'^x zu b{x) d'^x mit < a,b £ C°°{M) gemafi 



V a{x) 



i^Siehe Landau/Lifshitz |§, Band 2, §107. 

^^Durch partielle Integration kann man direkt iiberpriifen, dafi G hermitesch ist, also (in erster Ordnung 
in hjk) die Gleichung 

erfiillt. 
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transformieren, also insbesondere 



a V 



d i_ 



Aus (|T0|) folgt nun 



At 



1 1 

ko 7^ (/ij^(9fc + -h,j ) So + So 7^ (^ij^fc + -h,j ) h 



und nach (A. 110) 



H.,v) = (i + ^)(i + ^)*.r'(..y) 

= ko{x,y) [ko 7^/1^ so + so7^^j ^0) {x,y) 

(fco (i^/i) So + So (i^h) ko) {x, y) + + /i(y)) A;o(x, y) 

Einsetzen der BeziehunJ^ 

(/co {i(^h) so + so (i^/i) A;o) (x, y) = - h{y)) ko{x, y) 

liefert 

koix,y) = ko{x,y) + (^^h{x) + ^h{y)J ko{x,y) 



(A.llO) 



Ein Vergleich mit ( [A.72| ) zeigt, dafi man die Rechnungen zum Teil auf die Ergebnisse des 
vorigen Abschnittes zuriickfiihren kann: 

= ko{x,y) + (^^hix) + ^hiy)^ ko{x,y) - '--^ Ako[-f^ h';]{x , y) (A.Ul) 

Dabei bezeichnet Akolj^hj] den Beitrag der Storung durch das elektromagnetische Poten- 
tial Aj = hj. 

Mit Hilfe von Theorem A. 3.1 kann man den letzten Summanden in ( |A.111| ) direkt 
answer ten und erhalt auf diese Weise: 



^"^Dies folgt aus 

ko {i^h) So 

wobei h als Multiplikationsoperator aufgefafit wird 



fco [i^, /i] So = (i^ko) h So — ko h (i^so) 
—ko h , 
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Theorem A. 4.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt in symmetrischer Eichung 



Ako{x,y) 



d 



^2 (^£(2a - 1) f e e {h,kn -h^k,J )) - 

J e*^'"^ -hik,j ) P7m) - m^(0) 



4^2 

i 

"8^ 



+ 



1 



+ 



327r2 
1 

'32^ 
1 

32^ 

i 

~167r2 



(a' - + a^) ^ □fi.fcj (/^(O - ^(0) 
r(4a3 - 6a2 + 2a) ^'^ V ) (/^(O - /^(O) 



a — a 



(A.112) 
(A.113) 
(A.114) 
(A.115) 
(A.116) 
(A.117) 
(A.118) 
(A.119) 
(A.120) 



wobei Rjk den Ricci- und Gjk = Rjk — |i? gjk den Einstein- Tensor bezeichnet. 

(my , sind die Distributionen m'^{y) = 6'{y^) Q{y^), m^{y) = 6'{y'^) @{—y^), ferner 

wurde ^ = y — x gesetzt.) 



Beweis: Setzt man in Theorem |A.3.1| das elektromagnetische Potential Aj = hj ein, so 
ergibt sich fiir den elektromagnetischen Feldstarketensor und den Maxwellstrom 



ji 



-h ^ -D/i^ 
2"'n ^'h 



wobei ( [A. 108 ) angewendet wurde. Bei der Berechnung von 

AJ:„|7'ft'](i,j/) 



fiihren die Summanden ( [A .761 ) bis ( A.83| ) zu folgenden Beitragen: 



(|XTT2|)-i%) ko{x,y)-^ 



y 



(IaTTsI) - \ihiy) + Hx)) koix, y) + i 



h ] ko{x,y) 
y 



hj ko{x,y) 



( 1^ 



167r2 

dm) 



167r2 
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Bei der Ableitung der Summanden ( A.8C| ) bis ( A. 83 ) kann man Satz A. 1.15 anwenden. Da 
wir die delokalisierten Terme (also diejenigen Terme, die fiir y E beitragen und in einer 
Umgebung von Lx beschrankt sind) nicht berechnen wollen, braucht man nur den zweiten 
Summanden in ( A.49 ) zu betrachten. Man kann sich die Rechenarbeit erleichtern, wenn 



man beachtet, daB die dabei auftretenden Linienintegrale bereits im Beweis von Satz A. 3. 2 
bestimmt wurden. Man erhalt als Beitrage: 



(El) 
(EH) 

(El) 



(EH) + (EH 

(EH) 

(EH) 



+ 



47r2 
1 

8^ 



(2a - 1) i^h) (l^iO - /^(O) 



Aufsummieren aller Terme und Einsetzen in ( A.lll ) liefert die Behauptung. 



□ 



Die abgeleitete Formel fiir ko soil noch kurz diskutiert werden: 

Wir wollen dazu zunachst den Spezialfall untersuclien, dafi die Storung durch eine Ko- 
ordinatentransformation = x* + k*(x) hervorgerufen wird, wobei k als kleines Vektorfeld 
angenommen wird. Aus dem Transformationsverhalten von Integraloperatoren erhalt man 
unmittelbar in erster Ordnung in n: 



ko{x,y) 



ko{x-K{x),y-K{y)) 

d d 
ko{x,y) - K'{x)—^kQ{x,y) - K\y)-^ko{x,y) 



(A.121) 



Man kann iiberpriifen, daB Theorem A. 4.1 auf das gleiche Resultat fiihrt: Fiir die Storung 
der Metrik erhalt man 

hi 



1 



2 {^ijj n . 



Die Kriimmungsgrofien Rjk, Gjk, R verschwinden, so dafi nur die Terme (EH) ^is (EH) 
ausgewertet miissen, also 

ko{x,y) = ko{x,y)--J {k j + Kj, ) C'' ^^0(2;, y) 

J\2a - 1) Y e e Kki - (m^(e) - ™^(0) 



+ 



167r2 



d d 

ko{x,y) - K\x)—^kQ{x,y) - K\y)—^ko{x,y) 



+ 



1 

W' 
1 

4^ 

i 

167r2 



H,k]{y) - ^lj,k]{x)) Pirn (m^(e) - m^(e)) 
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d d 

^ {e 7' {^[j,k] {x) + iy))) (m^(e) - m\0) 



+ 



8^2 

i 



167r2 



(e^-'='™(K[,,fc](x)-K[,,,](y))6p7m) {rn\i)-m\i)) , (A. 



122) 



denn es gilt 

Fiihrt man nun die Eichtransformation ^(x) = U{x) ^(x) mit 

Uix) = 1 + 1k[,,,](x)7-''7' + 0(/^') 



durch, so erhalt man aus ( A.122| ) gerade ( A.121D . 

Man sieht also, daB die Summanden ( A.112| ) bis ( A.114| ) fiir das richtige Verhalten 
bei Koordinatentransformationen verantwortlich sind. Sie haben Ahnlichkeit mit dem 
Eichterm (|A.76| ) bei einer elektromagnetischen Storung, der auf das korrekte Verhalten 
bei f7(l)-Eichtransformationen fiihrt. 

Die Summanden ( A.115| ) bis (A. 117) sind tangentiale Terme, (A. 118) und ([A.119| ) 
orthogonale Terme. Die entscheidende Rolle spielen die Summanden ( A.115D und ( |A.12[1| ). 
Sie werden Krummungsterme genannt. Falls y — x klein wird, sind sie proportional zum 
Ricci- bzw. Einstein- Tensor. 



A. 5 Skalare Storung 

Wir betrachten die Storung durch ein skalares Potential 

G = i^+E 
Fiir Ako hat man in erster Ordnung in H 

Ako = -{soEko + koE sq) 



(A.123) 



Theorem A. 5.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

Ako{x,y) = -^(H(y) + H(x)) A;«(x,y) (A.124) 
+ (0-/^(6) [{d,E)i,a^'^ (A.125) 



167r3 
i ( p p 



167r3 



y 



UE . (A.127) 
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Beweis: Es geniigt wieder, den Fall > zu betrachten. 



a WE 



/"(O + + ^ l^iO I (djE) 6 a- 



87r2 
1 



167r3 



X Jx 



167r3 



Fiir die Randwerte auf dem Lichtkegel hat man 
Satz A. 5. 2 Fiir y — x £ C gilt 



lim AA;o(x,n) 



1 



327r2 
i 



e(e°) / (a2-a)(a,nH)efca- 



(A.128) 



□ 



Beweis: Folgt direkt mit Hilfe von ( A.IOP und den Integralumformungen A. 1.12. □ 



A. 6 Bilineare Storung 

Wir betrachten die Storung durch ein bilineares Potential, also 

G = i^ + Bjka^'' (A. 129) 

mit einem antisymmetrischen Tensorfeld Bj^ = —B^j- Fiir Ako hat man in erster Ordnung 
in B 

Ako = - [so Bjk (T^'' ko + ko Bjk d^'' so) ■ (A. 130) 



Theorem A. 6.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 



Ako{x,y) 


i 


(m^(0-m^(e)) rB^.e^ka^' 

J X 


(A.131) 


i 




l^iO) {B,k{y)+B,k{x))a^^ 


(A.132) 


i 

' 27r2 


r (0 - 


r B,k a^"" 

J X 


(A.133) 


1 

' 47r2 


- 


no) r^jB^', 

J X 


(A.134) 


i 


- 


l\i)) f\2a-l) {^''B,k, + ^iB^k') 

Jx 


(A.135) 
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(^""(0 - i^m j\c^ - «) (a^.j) e cj^"" (A.136) 

+^ (^''(O - I'-ii)) [e^''' B,,,k 6 (A.137) 
Beweis: Es geniigt wieder, den Fall > zu betrachten. 

Wir setzen die Relation 

-f" -i^-i^ Bjk = 23"^ - iBjk cy^^ g"^ - 2i (5^ a^^ + 5^ a^") - ip e'^"-^ Bij (A. 138) 
ein und erhalten 

1 d d jy 



+— — — d^iB""- a^^ + B^ c7^") 



Stt^ ^ dx- dyb t 

Mit Hilfe von Satz A.1.15| und Satz A.1.16| berechnen wir nun die auftretenden Terme 
nacheinander, wobei wir alle Beitrage der Ordnung weglassen. 

d d jy u d jy i. 9^ jy -u 



d d jy 



dx^ dy^ Jx dy^ Jx dy^ dy^ 

J X 



dy^ 

d d jy 



X 



Bjk = 7^9 d^B,, - f B^, 



dx°- dya Jx dy'^ 

Jx 

J X Jx 

-TTl'^iO l\a^-a) {nBa,)eih'y'' 

Jx 



-TTl'^iO / ■(2a-l) (eBaj,b + CbB^.'^) a^' + Oie 



dx'^dy^Jx ^ \dybJx dy^dyblx '\ 
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□ 



A. 7 DifFerentialstorung durch Vekt or potential 

Wir betrachten jetzt die Storung des Diracoperators 



G = i^ + i Vdj + -L^i (A. 139) 

mit einem reellen Vektorfeld L. Fiir Ako hat man in erster Ordnung in L 

Ako{x, y) = -i (sq L^dj ko + ko V dj sq) {x, y) - ^ (so L^^j ko + ko L\ - sq) (x, y) 
= (so ko + ko U sq) (x, y) - ^ (sq feo + ko L^j sq) (x, y) 



-i-^ Ako[V]{x, y)+'- A/co[L^;,](x, y) 



j,.-^,.. • (A.140) 
Damit konnen wir die Rechnung zum Teil auf diejenige fiir skalare Storungen, Theo- 



rem 



A. 5.1, zuriickfiihren. 



Theorem A. 7.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

Ako{x,y) = -^{m''{0-m'^{0){L^{y) + L^x))^, 

1 

~167r2 



' ^{2a-l)L^^^i,a■ 



i 



87r2 



167r2 
1 ',v..^ ,A ■ 



167r2 



Beweis: Nach Theorem A. 5.1 hat man 



-i-^ Ako[L^]{x,y) = 



87r2 



(A.141) 
(A.142) 
(A.143) 
(A. 144) 
(A.145) 
(A.146) 
(A.147) 



(l^'iO - l\0) / ■ (« (dirnLn a + (9,^fc)) a^'^ 
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setze nun in ( [A.140| ) ein. □ 



A. 8 Bilineare DifFerentialstorung durch Vektorpotential 

Wir betrachten jetzt die Storung des Diracoperators 



(A.148) 



mit einem reellen Vektorfeld L. Fiir A/cq hat man in erster Ordnung in L 



Wir setzen die Relation 
ein und erhalten 



So Lj a^^ dk ko + ko Lj a^'' dk sq) {x, y) 



Lj a^^ dk = -iVdj + Ij, {ic^ 



(A.149) 



{x,y) - iko{x,y) I/{y) 



+ '-Ako[L,,ka^'']{x,y) - ^Ako[L\.]{x,y) 



(A.150) 



Damit konnen wir die Rechnung zum Tail auf diejenige fiir Differentialstorungen, bilineare 
Storungen und skalare Storungen zuriickfiihren. 



Theorem A. 8.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

1 



Ako{x,y) 



~4^ 
i 

167r2 
1 



167r2 



(A.151) 
(A.152) 
(A.153) 
(A.154) 
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Beweis: Aus Theorem A.6.1 erhalt man durch partiehe Integration 



jk 



^^^^^^ ~ '^(^^^ ^^'''^y^ + 

1 

i 



1 
1 

+ 



(2a - 1) 6 (nL,) CT 



1 



167r2 
1 

'l67r2 



/ (2a - 1) L^,, a 



(/^(0-/^(6) / (a^-a)a(L„-)ra^- 



.jfc 



(^''(o - /^(o) £(2a - 1) (□i,) 6 ^^■'^ + o{e 

Durch Vergleich mit Theorem |A.7.1| erhalt man 



-iA/cn 



{x,y) - iko{x,y) I^{y) + - Ako[Lj^k<r^^]{ 



^ (mV(e) - m^(0) (L,(y) + L,(x)) ^ ^^''^ 



Die Behauptung folgt mit (A. 150) und Theorem A. 5.1 
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Appendix B 



Storungsrechnung fur km im 
Ortsraum 



In diesem Kapitel werden wir die Storungsrechnung fiir km durchfiihren. Dabei werden 
wir ahnlich wie im Fall m = in Anhang ^ vorgehen und Gleichung (|l^ im Ortsraum 
answer ten. 

Der Einfachheit halber nehmen wir m > an, den allgemeinen Fall erhalt man durch 
eine PCT-Transformation|^. Man hat dann 

f^m{x) = {i^ + m) Km2{x) (B.l) 
Sm{x) = + m) S^2{x) (B.2) 



mit 



{x) = I ^ 6{k' - m') e{k') e^^^^ 



-^2[^i^'')-^'^^^®(-'))<-') (B.3) 



'S'm^ (x) 



d k 1 ^-ifca; 



(27r)4 A;2 - m2 

1 fx^^2y _2 M'mT)^,2~ 



Dabei wurde r = Vx^ gesetzt, Ji ist eine Besselfunktion erster Art. 

Im Unterschied zu (A.2), (A. 3) tritt im Innern des Lichtkegels ein zusatzlicher Beitrag 



auf, der fiir groBes r asymptotisch wie 



3 3 

Km^ix), Sjn^ix) ^ T~ 2 cos(-7r — mr) 



^Fiir eine Storung durch ein elektromagnetisches Feld oder ein Gravitationsfeld hat man insbesondere 

pBp = -B 

und wegen k-m = pkmP, s-m — —pSmP 

k — m — k — rn " ^k — rnB S — rn \s — mBlZ — jji 

= pkmP + \{pkmp)B{pSmp) + X{pSmp)B{pkmp) 
= pkmP 
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abfallt und in der Nahe des Lichtkegels mit 



lim 5™2 (x) = 
QBx^yGC ^ ' 47r 



1 ( rm? 



beschrankt ist. 



Durch Einsetzen von ( B.3 ), ( B.4 ) in ( |B.lD , (|B.2| ) erhalt man unter Verwendung von 



d f Ji{x)\ _ J2(x) 
dx 



fiir die Distributionen km, Sm0 

kmix) = A:o(2;) + (^m - ^ ^o(x) - ^T(x) e(xO) (B.5) 



mit 

T(x) = - V:^e(x^) + '-m' 4 ^e(x^) . (b.t) 

2 rriT Z m'^T'^ 

Fiir die Randwerte von T auf dem Lichtkegel hat man 



1 i 
lim T(x) = — vr? H W 

Fiir das weitere Vorgehen wollen wir ( |B.5[ ) , ( |B.6| ) in ( p!o|) ei nsetzen und explizit ausrechnen. 
Zusatzlich zu den Lichtkegelintegralen von Abschnitt [A.l| tritt dabei ein weiterer Typ von 
Integralen auf, beispielsweise das Integral 

,V 



d^z tiiz)Q{{y-zY) f{z) 

der Funktion / iiber den Schnitt des Lichtkegels um den Punkt x mit dem Inneren des 
Lichtkegels um den Punkt y. 

Es ist hilfreich, solche sogenannten inneren Lichtkegelintegrale zunachst allgemeiner 
zu unter suchen: 



Um die Gleichungen (B.5) und (B 



auf Vorzeichen und Vorfaktoren zu verifizieren, kann man direkt 
nachrechnen, dafi fiir y ^ tatsachlich (i^ — m)km{y) ~ {i^ — m)sm{y) = gilt. Dazu verwendet man die 
Relation 

(3//"(y)) = 21'' (y) 

die man durch 



= 45{y^)+2y^5'{y^) = 25{y^) 
herleiten kann, sowie die Beziehungen zwischen Besselfunktionen 



dx \ x^ 

xJi{x) + xJz{x) — 4J2(a;) 
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B.l Innere Lichtkegelintegrale 

Def. B.l.l Seize 

G^(y) = G(y2)e(y0) 
e^(y) = e(y2)e(-y0) 

sowie G^(y) = G^(y - x), @'^{y) = e^(y - x). 

Definiere fiir f £ C°°{M) die inneren Lichtkegelintegrale durch 

(//)(y) = jd'zi'{z)Q';{z)f{z) (B.8) 

[ff){y) = j d'zQ\z)l^{z)f{z) (B.9) 

(//)(y) = jd'zQ''{z)Q^y{z)f{z) . (B.IO) 

Offensichtlich sind die Integrale ( |B.8| ) bis ( [B.IOD wohldefiniert und endlich. Auf y G 9^ 
sind sie glatte Funktionen. Fiir y £^ U 9^ verschwinden die inneren Lichtkegelintegrale, 
weil sich die entsprechenden Lichtkegel um den Ursprung und den Punkt y dann nicht 
schneiden. 

Die Bezeichungen von Definition A. 1.7 werden in analoger Weise auch fiir die inneren 
LichtkegeUntegrale verwendet. 

Die inneren Lichtkegelintegrale konnen auch durch gewohnliche Lichtkegelintegrale 
ausgedriickt werden: 

Lemma B.1.2 Es gilt: 

f){y) = y^ f'da{l-a)f f (B.12) 

/ JO Jay 



(lf)iy) = y^ ['da [\(3i(3-af f f 

J / Jo Ja Jay 



(B.13) 



Beweis: Man hat 



y2 daa<^^^ f = I da a j d'^z /^(z) - ay) f{z) 



Nach Satz A. 1.3 existiert das innere Integral und ist in a stetig, man kann also die beiden 
Integrale vertauschen: 

= y^ J d^zf{z)l^{z) £ da a 5{{z - ayf) Q{ay^ - z°) 

= y2 y d^zf{z)l^{z) £ da a 6{-2a<y, z> + a^y^) e(ay° - z°) 



Die Integration iiber a kann ausgefiihrt werden. Man erhalt einen Beitrag bei a 



2 y '^<y, z> falls z G 9^, genauer 



d^z/(z)/^(z)e^(z) = (//)(?/) 
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Gleichung ( B.12| ) erhalt man ganz analog. Weiterhin gilt 



/ ['da (\f5 {13 - af f 

Jo Jo Jay 

= / r da r dp (/3 - af f d^z {z - ay) l^^iz - py) f{z) 
Jo Jo J 

Die Integration iiber a, /? kann ausgefiihrt werden und liefert Beitrage bei 

1 



a 



P 



y 



2 ^<z,y> - \l <z, y>2 - z2y2 



1 



<Z, y> + \l <Z, y>2 - z2y2 



falls z e 9^ n 9^. Man erhalt so gerade (|B.13|) . 



□ 



KoroUar B.1.3 Es gilt ^ f, 4 f,^ f e C'^iQ'^UC^). 

Die partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung der inneren Lichtkegelintegrale sind also 
stetig auf U 9^ fortsetzbar. 

Beweis: Nach Lemma A.l.(]| gilt 



f)iy) ^ I 0!fioiz)da 



Nach Korollar [A.l.ll ist das Lichtkegelintegral, und somit auch der ganze Ausdruck, in 



Die Randwerte der partiellen Ableitungen kann man direkt ausrechen: Nach Satz |A.1.10 
folgt fiir y G 9^ 

^'pf{Pz)dp 



dj[\Pf]{y) = 2 y, f dz P fiPz) dp + y'4 hj 



















und nach Satz A.1.3| und A. 1.12 



lim djisP f){y) 



TT Zj da dp P f{aPz) 
Jo Jo 

vr Zj / (1 — a) f{az) da 



(B.14) 



Fiir die inneren Lichtkegelintegrale 4 f ^'^d f kann man ganz analog argumentieren, 
man erhalt explizit 



lim 



dj{jf){y) 



TT Zj I af{az) da 




(B.15) 
(B.16) 



□ 



Die Gleichungen ( B.14| )-( ^.l(]| ) werden spater noch benotigt. 

Mit Hilfe von Lemma [B.1.2| kann man in Analogic zu Satz A. 1.3 das Verhalten der 
inneren Lichtkegelintegrale in der Nahe des Lichtkegels £^ untersuchen. 



47 



Satz B.1.4 Fiir y C gilt 



lim 



1 



TT 

2 Jo 



(1 — a) f{ay) da 

TT 

- / a f{ay) da 
2 Jo 

{a — a^) /(ay) da 



(B.17) 
(B.18) 
(B.19) 



Beweis: Nach Lemma B.1.2 und Lemma A.1.6 gilt 



~ [ W f] ~ da a<f' f = 4' dz da af{az) 
~ J J Jo Jo Jo Jo 



nach Satz A.1.3 folgt hieraus 



lim 



dp / da af{a(3y) 



vr 

- / da{l- a)f{ay) 
^ Jo 



wobei die Integralumformungen A. 1.12 angewendet wurden. Gleichung ( [B.18| ) erhalt man 
ganz analog. 

Weiterhin hat man nach Lemma A.1.6| 



= £ da£dP{f3-af£y 



und nach Satz A.1.3| 



lim — 



dz da dp ip - a)2 f{ax + (/? - a)z) 



dp iP - af f{ay + {p - a)\y) 



Fiihre die Variablentransformation /? = (/3 — a)/(l — a) durch 



TT 



-/ da{l-ay dX dp P' f {ay + Xp{l - a)y) 



und wende die Integralumformung A. 1.1 2 in A, P an 



vr 



-/ da{l-aY dp{l- p') f{ay + p{l-a)y) 



In den neuen Koordinaten a = l — a, P = l — P 

= J f'dd d3 dp (2/3 - P^) f{y - aPy) 
4 Jo Jo 

kann man wieder A.1.12| anwenden und erhalt 

TT TT 

= — da {a — a^) /((I — a)y) = — da {a — a^) f{ay) 

4: Jo 4: Jo 



□ 



Es werden noch einfache Formeln fiir die Ableitungen der inneren Lichtkegelintegrale 
benotigt. 
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Lemma B.1.5 Es gilt im Distributionssinne: 



f 



d 

dx3 fx 
oy^ Tx 



dz {y - z)j f{z) 
dz f{z) {z - x)j 



dz {y - z)j f{z) 



''djf + 2fdzf{z) {z-x)j 



(B.20) 
(B.21) 
(B.22) 
(B.23) 



Fiir (y — x) £^ gelten diese Gleichungen sogar punktweise. 
Beweis: Berechne zunachst die Distributionsableitungen: 



f 



d^ziUz)e^iz)fiz) 



Man kann die beiden Integrationen vertauschen, weil die einzelnen Integrale existieren und 
beziiglich der anderen Variablen stetig sind: 

d'zl^{z)f{z) [ dS{d,g){y) 

Jetzt kann man partiell integrieren 

d^zl)i{z)fiz) [ d''yg{y)2{y-z),ti{y) 



und nach Satz A.1.3| wiederum die Integrale vertauschen 



dSg{y) 4 dz2{y-x),f{z) 



Gleichung ( B.21 ) zeigt man auf die gleiche Weise. ( B.22 ) und ( B.23 ) folgen daraus analog 



zum Beweis von Lemma A. 1.8 



Da die inneren Lichtkegelintegrale fiir {y — x) £ glatte Funktionen sind, gelten die 



abgeleiteten Gleichungen dort sogar punktweise. 



□ 



B.2 Storungsrechnung fur das elektromagnetische Feld 



Betrachte nun speziell die Storung ( [A. 71 ) durch ein elektromagnetisches Feld. In erster 
Ordnung Storungstheorie hat man 

mit 

Afcm = 6 (^m ^ Sjn + Sjn ^ km) • (B.24) 

Schreibt man ( [B.S]) und ( |B.6| ) in der Form 



^™(^) = -^[{i^ + m-^m^ :^){l''{x)-l'^{x)) + T{x){Q''{x)-e'^{x))^ 

Sm{^) = --3-((i^ + m-^mV)(^''(a;)+/^(3;)) + T(x)(e^(x) + e^(x)) 
47r I, 2 
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und setzt in (B.24) ein, ergibt sich 



Akmix,y) 



le 
8^ 



{f{x - z)f{z -y)-l\x- z)l\z - y)) 4(z) 



i^y + m- -m {z - yy^jj 



+ \i<p^+m- -m {x - zyjjj x 

(/^(x - z)G^(z - y) - l^{x - z)e\z - y)) 4{z)T{z - y) 
T(x - z) (e^(x - z)l^{z -y)- e^(x - - y)) 4{z) x 

^-rr? {z - yYjj^ 

+ T{x - z){Q^{x - z)Q^{z - y) 

-e\x-z)@\z-y))4{z)T{z-y) 

ie 



i(py + m ^ 



87r3 

ie 



[lip^ + m) 



y 



4- f 4]{i^y + m 



87r3 V 2 



ie 



-—m 
2 

1 



87r3 V 4 
ie 



ie 



+ m) (( £ - £)dz 4{z) {z - yy^, 
(£-£)^^ {x-zy^,4{z)^ (i(^y + 
^4 j ( <j(^ _ i )dz {x - zy-fj 4{z) {z - yy-fj 

X Jy 

'"')dz 4{z) T(z - y) 
y 



m 



87r3 
ie 



+ 



ie 
8^ 
ie 



y 

y 



-—m 
2 



-m 



)dz T(x - z) 4[z) \ (i^y + m) 



)dz {x - zy-fj 4{z) T{z - y) 
)dz T(x - z) 4{z) {z - yy-fj 



87r3 



)dz T{x - z) 4iz) T{z - y) 



(B.25) 



In unseren Anwendungen sind in km{x,y) Terme der Ordnung [y — x)^ vernachlassigbar. 
Daher fiihren wir eine Entwicklung um den Lichtkegel durch: 

Theorem B.2.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 



Akm{x,y) = Ako{x,y) 

ry 



ie [I Aj] {km - ko){x,y) 

y ^x. 

y 



le 



X 

y rx 



X Jy 



dz I a^jkC'" 



(B.26) 
(B.27) 

(B.28) 

(B.29) 



X 
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+ 



167r3 



m 



+ 



327r3 

ie 
167r3 
ie 
1287r2 



X Jy 

y 



dz Fij Y {2z-x- yy 



%k Pli 



dz / a^jfeC^ 



+ 



+ 



+ 



647r2 



a —a) 



5127r2 



ze 



2567r2 

ie 



m 



m 



m 



(i-2a)F,,yc^j (ev(^)-e^(e)) 



(B.30) 
(B.31) 
(B.32) 
(B.33) 
(B.34) 
(B.35) 
(B.36) 
(B.37) 



2567r2 

wobei ^ = y — X, C, = z — x gesetzt wurde. 

Beweis: Es soli nur der Fall ^'^ > betrachtet werden, die Formel fiir allgemeines ^ erhalt 
man genau wie im Beweis von Theorem A. 3.1 durch Punktspiegelung des Minkowski- 
Raumes. 

Betrachte in (B.25) die Terme verschiedener Ordnung in m nacheinander. Beachte 
dabei, daB T nach (B^) erst ab dritter Ordnung in m beitragt. 

1. Terme ~ mP: 

Fiihrt auf die Storungsrechnung fiir m = 0, vergleiche (A. 74). 

2. Terme ~ m: 

Man hat den Beitrag 



m 



4+94 



(B.38) 



Forme unter Verwendung von Lemma A. 1.8 und Satz A. 1.15 welter um^: 



4 + f 4 



y d fy ■ 



m) - {i^4+4i'' 



+2 <f dz r a djA^ + 4^ dz f [uA^) Q 



X Jx 



Ersetze nun OAj = —jj + djO^A^, integriere in a partiell 

= -27rZ^(0 ( r A,) e - f dz r jk + fiH " d.A^ 

\J X / Jx Jx Jx 



'Dabei ist ^4 = 7V(a^,). 
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und wende die Beziehung Fy^^y^ = —iFij a^^ an 



' dz p j,(:'^-'-£ Fija'^ . (B.39) 



X J X 



Bei Einsetzen in ( B.38| ) liefert der erste Summand von (B.39) den Term erster Ord- 
nung in m von ( B.27D ; der zweite und dritte Summand fiihrt auf ( B.2g| ) bzw. ( [B.28| ). 



3. Terme ~ m^: 

Man hat die Beitrage 



1 / P 



dz 4{z) {z - yy-fj 



+: 



dz {x - zY-fj ^, 



Forme zunachst um: 



(B.40) 



^ ( f dz4{z){z-yy-f, 



m) {z - vYl, - 2^ f dz A\z) {z - yy^j 



m){z-yyi, - l^yf dz4{z){z-yyj, 

Jx 

y d ry 

dy^ Jx 

^W^fy^" ^^^^ 
\U) - yyij - 2^ £ dz A\z) {z - yy^, - 2 £ 4 



(B.41) 



wobei Lemma B.2.2 angewendet wurde. Auf analoge Weise erhalt man 



dz (x - zy-fj 4l{z) ^, 



dz (x - zy-ij (^4) - 2^ <j> dz{x- zy-fj A''{z) -2f 4 (B.42) 



d jy 

'dy^ 



und somit insgesamt 



\9x 



dz 4{z) {z - yy^, ) + 2 ( f dz{x- zy^, 4{z) ]^,+ <t> 4 



1 /y 



dz [m) - vYi, + zy^, m)) + ^£AU-f4 



Satz A. 1.15 liefert 



I X 

1 jy 



+- 



IX J X 

1 sy 



dz I a djA-> ^ - - f dz a' {uAj) 



X JX 



dz [m) (z - yyij + {x- zyj, m) 
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Setze nun wieder OAj = —jj + djdkA^ und integriere partiell, ersetze aufierdem 



dz I a jkC 



+- 



und wende (A. 



an: 



+ \£dz YFij {2z-x- yy + \ £ dz e'^^' F,, i 



k Pli 



Bei Einsetzen in (B.40) liefert der erste Summand den Term zweiter Ordnung in m 
von ( |B.27| ); die restlichen Summanden fiihren auf ( B.3C| ) bis ( [B.32| ). 

4. Terme ~ m?: 

Durch Taylorentwicklung der Funktion T nach m erhalt man den Beitrag 



87r3 



m 



1 fy 

2 



dz ((x - zY-ij 4l{z) + {z - yy^j 

1 

4 



4 



4]h 



Setzt man die Umformungen nach Lemma |B.1.5 



4 

Ah 



'^4 + 2fdz iz-yy^j4iz) 



\dj4)-f^ + 2<f\z 4{z) {x - zy-i^ 



ein, erhalt man 



(B.43) 



87r3 



y 1 

4: J X 



1 sy 



(B.43) 

(B.44) 

(B.45) 

(B.46) 



In nullter Ordnung in ^ fallt der zweite und dritte Summand von ( |B.4(]| ) nach 
Satz B.1.4 weg, fiir den ersten Summanden kann man ( A.lOj ) einsetzen und erhalt 



167r2 



Aji^Q^{i) in der Ordnung ^0. 



(B.47) 



Dies ist auch das richtige Ergebnis, denn (B.47]) stimmt gerade mit dem Term ~ m 



B.34D in der Ordnung verschwinden. 



von ( B.28| ) iiberein, wahrend ( B.33| ) und 

Nach Lemma A. 2. 2 bleibt zu iiberpriifen, dai3 die Grenzwerte der ersten Ableitungen 
fiir 9=^ 9 y ^ y G £^ von ( pl^ ) und ( [bItI ) + ([b33| ) + ( |g3D iibereinstimmen, also 
dai3 

d 



lim 
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Offensichtlich hat man 



647r2 

e Q fy 



wobei zur Abkiirzung ^ = y — x gesetzt wurde. Unter Anwendung von ( [A.45D , ( |B.14| ) 
und ( pTTsI ) erhalt man 



-i £(1 - a) m) h + 11'" i9,4W 4 
-i £(1 - 2a) (a, A^) 4 £ 7*7^' Cfc} 



167r2 



Ersetzt man nun wieder FijYj'' = —iFija^^, = — + djkA^ und integriert 

partiell, erhalt man gerade ( B.4^ ). 



5. Terme ~ m^: Man hat den Beitrag 



^^(j^dz {x-zy-ij4{z) ,y 



Fiihre zunachst die Ersetzungen 



dz 4{z) {z - yyy 



^ dz (#4)(z) {z - yy-ij + 4^ -i^4-ij - ^ dz 4{z) {z - yy-fj 



X J X J X 

\z (^4)(z) (z-yy^^-2sf' 4 

X J X 



+2 dz {z - yy^j 4iz) {z - yf-fk (B.50) 

( £ dz {x - zy^, 4{z)) i^y = -^ £ dz {x - zy^, 4{z) 7' 



dz (x - z)^7, (5fc4)7'^ - 2 £4 
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+2 4 dz {x- zy-fj 4{z) {x - zf-^k 



(B.51) 



dz {x - zy-fj 4{z){ X - zf-ik 



dz {x - zy Aj{z) (x - z)^7fc 
dz [x - zy Aj{z) (x - z)'''jk 



dz 4{z) {x - zf 



(B.52) 



dz {z - yy-fj 4{z) {z - yf-fk 



2f dz {z - yy A,{z) {z - yf-fk (B.53) 



durch: 



(5.49) 



8^ 



m 



£ dz (x - zy Aj{z) (x - z)Sfc 
dz (z-yy Aj{z) {z-yf^k 
dz (x - zy-ij 4l{z) {z - y f-fk 



1 fy 

"4 

-14' 

4 7x 

£dz m){z) {z-yy^, 
+^ f dz [x-zy^.idkMz)!' 



(B.54) 



In nullter Ordnung in ^ tragen nur die Lichtkegelintegrale § bei; nach ( |A.10 ) erhalt 



man 



le 
'647r2 

ie 
64^ 



m- / I + (1 - a)^ + 2a (1 - a) ^ e''(0 



m 



Aj ^ e'^(C) in der Ordnung 



(B.56) 



Dies ist erwartungsgemafi der Beitrag ~ von ( B.27 ); beachte, dafi ( |B.35| ) und 
( B.36| ) in nullter Ordnung in ^ nicht beitragen. 



Nun kann man ganz analog wie unter 4. vorgehen: Es ist zu iiberpriifen, dafi 
d 



^^^^c^ W ^^^^ + - - (^) - - d^)) = 



lini 

Offensichtlich hat man 



d 



2567r2 

ie 



m 



+ 



1287r2 



iki^f^e'^^'F^jikPli 
^k( f\l-2a) Fi,f^- 

m^ki ria-a^)jkt 



1287r2 



(B.57) 
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wobei wiederum ^ = y — x gesetzt wurde. Nach ( [B.14 ) und ( B.15 ) folgt auBerdem: 
d 



I. 



8^ 



4 t 



(S.55) 
1 fy 

1 py 



1 fy o - I 1 fy 



16 



4 



16 



1 py 



1 fy 



1 rv 



32 



a 



(B.58) 



Mit Hilfe von ( |A.45| ) und A.1.12 kann man berechnen: 
lim -^((5.54) - (BM)) 



3 py 



■^m ik \ - I {a-a)4 



O Jx 



+ 



1 ry 



16 Jx 



(B.59) 



Ersetze wieder ^Aj = ^Fij + dj4, = —jj + djkA^ und integriere jeweils partiell: 



(5.59) 



8^ 



4 F 



1 

16 

1 fy 
1 fy 



(a - a^) f 

(1 - 2a) {d,A^) i 

+^ I (-" + - 2a^) Fij f 
1 fy 



+ - 



rv 

7 ^ 

Jx 



+l-j\a-2a^ + a^)F,,^'^^ 
+ ^J\a'-a')iF,,Yj^ 



(B.60) 



Addiert man die Beitrage ( [B.5^ ) und ( |B.6[1| ) auf, so fallen alle von der Eichung 
abhangigen Terme weg, und es ergibt sich 

,,,i.5i«,|i((Eg) + (Ell)-(Ell)) 



8^ 



4 F 



1 fy 

16 Jx ' 

1 fy. 



-a + 2,a^ - 2a^) Fij 7* 
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1 fy, 

32 



+^ / (3a2-2a3)|Fi,-7V 



Bei Anwendung von ( [A. 88 ) ergibt sich gerade ( B.57| ). 

6. Alle hoheren Terme in m von km sind von der Ordnung und brauchen daher nicht 
berechnet zu werden. 



□ 



Es muB noch folgendes Lemma bewiesen werden: 
Lemma B.2.2 Es gilt im Distributionssinne 



d /y 



dz f{z) {z - yy-fj = —J 4 dz f{z) {z - yY^/j 7 



dy 



d /y 

dy'' 



dzfiz) {z-yf 



dz (x - z)^7j f{z) 



d /y 



ry 

dz {x - zYjj 7^ f{z) 



(B.61) 



(B.62) 



dz f{z) {z - yy-fj (g) 



Beweis: Nach Definition des Lichtkegelintegrals hat man fiir g G C^{M) 



d^z f{z) ll{z) J d% l\y - z) 7^= (z - yy^, ^g{y) 
d^z fiz) lUz) I A (4/^(y -z)+ 2m^(y - z) (y - zf) g{y) 
d^zfiz)l^Jz) I dS (^At'{y-z) + {y-zy^l''{y-z)^ g{y) 
2 / d''zf{z)ll{z) I dSl''iy-z)g{y) = -2(4' f)ig) 



wobei die Bezeichung ( [A.54 ) und Relation ( [A. 58 ) verwendet wurden. 
Die anderen Gleichungen folgen analog. 



□ 



Das Ergebnis der Storungsrechnung soil nun wieder kurz diskutiert werden: 

Der Summand ( |B.27| ) ist der Eichterm, er fiihrt zu einer Phasenverschiebung von 

f^mi^i y)- 

Allgemein sieht man, dafi die Beitrage ungerader Ordnung in m proportional zu den 
skalaren und bilinearen Kovarianten 1, cr*-' sind; die Beitrage gerader Ordnung in m sind 
dagegen ~ 7-^ , p^y^ . 

Die Summanden ( B.28 ) bis ( B.32| ) sind in der Umgebung des Lichtkegels beschrankt. 
Fiir die Randwerte auf dem Lichtkegel hat man 
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Satz B.2.3 Fiir {y - x) £ C gilt 



lim {Akmix , u) — AkQ{x , u)) 



327r2 

e 



+ 



167r2 

ie 



J X 



e(e°) / (2a - 1) f F^,- e 



327r2 



327r2 



Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar mit Hilfe von ( [OoD und |A.1.12| , 



□ 



In unseren Anwendungen spielen die Stromterme (B.29) und ( B.32|) eine wichtige Rolle. 
Die Summanden (pl28|) , (WM ), (HI) fallen werden wegfallen, bis (|R37|) werden 

vernachlassigbar sein. 



B.3 Storungsrechnung fur das Gravitationsfeld 



Wie in Abschnitt A. 4 arbeiten wir mit der linearisierten Gravitationstheorie in sym- 
metrischer Eichung. Das Koordinatensystem wahlen wir wieder so, dafi die Bedingung 
( [A.108| ) erfiillt ist. Die Storung des Diracoperators (A. 109) fiihrt auf ein Akm der Form 



Akm{x, y) = i-^ (km J^hj Sm + Sm J^hj km'j {x, y) 

^ {km (i^h) Sm + Sm {i^h) km) (x, y) + \ {h{x) + h{y)) km{x, y) 



4 ^ ' ' 4 
Dabei haben wir die Umformungen 

km {i(^h) Sm = 
Sm (i^h) km -- 



4 

1 3 \ id 

h{x) + - h{y) ) km{x,y) - Akmb^ h'']{x , y) 



e dy^ 



km [{i^- m),h] Sr 

h km. 



(B.63) 



km, h 



eingesetzt. Gleichmig ( |B.63| ) ermoglicht es, die Rechnung wieder zum Teil auf diejenige 
fiir das elektromagnetische Feld, Theorem B.2.1, zuriickzufiihren. 



Theorem B.3.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

Akmix, y) = Ako{x,y) 

y u\ ■ d 
hjj {km{x,y) - ko{x,y)) 



(B.64) 
(B.65) 

(B.66) 
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167r3 



+ 



327r3 



m 



m 



<j>^ -<j>''\ dz r{2a^ -a) R 



y 



dz (' C' / (a* - (Rjl, - 2 OiJji) 



+ 



167r3 
1 

167r2 



+ 



167r2 
1 

167r2 



y . ., 



167r3 



+ 



327r3 



647r3 



+ 



327r3 



m 



m 



y 



X Jy 

y 



X Jy 

y i-x 



Jx 

^''^ dz Hla"^ -a) 

o 1} / \J X 



X Jy 

y 



dz C C' / (a' - a^) {R ,jk - 2 ORjk) ^ 



I 2 



327r3 



X Jy 
y [-3: 



X Jy 



dz / {Rjk,i - Rikj) {2aC'' - C') f 

Jx 

dz C" r e^''"" R,k,iCifnm 



(B.67) 
(B.68) 
(B.69) 
(B.70) 
(B.71) 
(B.72) 
(B.73) 
(B.74) 
(B.75) 
(B.76) 
(B.77) 
(B.78) 



Beweis: Unter Verwendung von Theorem |B.2.1| berechnen wir zunachst 
Der Eichterm ( [B.27| ) fiihrt dabei auf den Ausdruck 

Fiir die restlichen Beitrage betrachten wir die Terme verschiedener Ordnung in m nacheinan- 
der: 

1. Terme ~ m: Die Summanden ( p. 27] ) und ( |B.28 ) ergeben die Beitrage 

( W^ ■■ -\{h{y)+h{x))k^{x,y) + ]^j\k^{x,y) 

2. Terme ~ m?: Die Summanden ( [B.30| ) bis (B.32) fiihren auf 



y 



X Jy 



dz / a' Rjk r + (EH + wm 
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(ED 
(1^ ) 



1 



m 



327r3 
(|^) + ([g78D 



1 1 p 

--{h{y)+h(x))krn{x,y) + -J hkm{x,y) 



+ 



+ 



1 



327r3 



1 . / rv 



1 



167r3 



m 



y rx 



dz a 
y / Jx 



167r3 



m 



+(^71) + ^BlBj ) + (|b:73| ) 
Setzen wir diese Gleichungen in ( B.63D ein, folgt die Behauptung. 



□ 



B.4 Axiale Storung 

Wir betrachten jetzt die Storung durch ein axiales Potential 

G = i(j) + e p4- 
Fiir A/cm hat man in Storungstheorie erster Ordnung 

Ak.^{x,y) = -e{s.^p4pm+PniP4sm){x,y) 



(B.79) 



Diesen Beitrag erhalt man auch, wenn man in Gleichung ( [B.25D das elektromagnetische 
Potential 4 durch pj^ ersetzt. 



Theorem B.4.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 
Akm{x,y) = -p Akm[4]ix,y) 



H ^ m 

Svr^ 



y 



X Jy 



y 



dz / a^jkC p 



+ 



y 
y 



hj [Ak] pa' 



47^3 



X Jy 
y (X 



+ 4^ f -f ]p4 

cy fx\ 



m 



87r3 

e 

~167r3 

ie 
~167r3 



p4' 



m 



m 



X Jy 



{d,4)i^ 



ry ry rx\ 

4+A-4-/k]p4 

J X J X Jy Jy J 



(B.80) 
(B.81) 

(B.82) 
(B.83) 
(B.84) 
(B.85) 
(B.86) 
(B.87) 
(B.88) 
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Beweis: Es geniigt wieder, den Fall > zu betrachten. Untersuche die Beitrage ver- 
schiedener Ordnung in m nacheinander: 



1. Terme ~ mP: 



Akm = -e{so p4po+Po p4so) 

= pe{so 4po+Po 4^0) = -P'^km[4] 



2. Terme ~ m: 



Afc„(x,y) = --^m|^,(^£%4) + (^£p4)^J (B.89) 



-pAkMix,y) + ^Pg-f4l' 



em d jy 

-p Akm [4] {^^y) + ^i^ (e) iy^^ + ^p£ [^] (^-90) 



Setze nun noch die Umformungen 

hj[4]j^ = hj[A^] + ihj[Ak] a^'' (B.91) 
hj [A^] (z) = djA^iz) - r a djA^ - \ Cj r ^A^ 

J X ^ J X 

= ]^dkA\z) + ]^Ck T"'/ (B.92) 



X 



em. 

3. Terme ~ m?: 



Akmix, y) = ^w?i^£ p4+ i^^. £ dz p4[z) (z - yy^j 

= -pAkrn[4]{x,y) + ^m'^£ p4 



4. Terme ~ m^: 



Akm{x, y) = --^ |-i £^ ((x - ^^7^ p4{z) + p4{z) {z - yYjj'^ 

->.(f^4)-i(£p4)?, 

= -pAkm[4\ix,y) 

+^ m^p(£ dz 4{z) {z - yy^j + ^(/p4]l 



Forme mit ( B.45| ) welter um 



ry ■ I / fy \ fy \ ry 

i dz4{z){z-yyj, + -(/L4)^y = -4 4i- i{d,4)i' 

X ^ \ J X / J X ^ J X 
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5. Terme ~ m^: 



Akm{x,y) = ^m^{-^j' dz {x- zy-ij p4(z) {z-yf-ik 



J dz p4{z) {z - yy-fj 



-p A/c^[4](x,y) - ^ ( x/' +4 ] pJf, 



X Jx 



□ 

Wir kommen nun zur Interpretation der abgeleiteten Formel: An die Stelle der Eichterme 
bei elektromagnetischen Storungen treten nun die Beitrage 
ry 

ie I p AjS,^ km(x,y) gerade Ordnung in m (B.93) 

Jx 

ry 1 

/ Pi^i^i^l ^m{x^y) ungerade Ordnung in m, (B.94) 

J X ^ 

die man durch Addition der Eichterme von ( pISCp mit ( p^Slp und (^^) erhiilt. Wir nen- 
nen diese Terme Pseudoeichterme. Sie fiihren nicht nur zu einer Phasenverschiebung 
von km-, was die Tatsache widerspiegelt, dal3 axiale Storungen nicht lokal durch Eichtrans- 
formationen kompensiert werden konnen. 

Die Summanden (B.82) bis (B.84) sind Korrekturen zu den Stromtermen. Die Beitrage 
( |B.85| ), ( |B.86| ), ( [B.88| ) heiBen Massenterme; sie fiihren auf die Ruhemasse der W— und 
Z — Eichb osonen . 

Fiir die Randwerte auf dem Lichtkegel hat man 
Satz B.4.2 Fiir y-x e C gilt 

hm (A/cm(x, u) — AA:o(x, u)) 



le 
32 



vr^ Jx 



Jx 



y 



X 



^m'eie) J\2a - 1) F,, e Pi' 
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Beweis: Folgt direkt mit Hilfe von (|A.10|), |A.1.12| und Satz [B.2.3. 



□ 



B.5 Skalare Storung 

Wir betrachten wieder die skalare Storung (A. 123). Fiir Akm hat man in erster Ordnung 



m 



Theorem B.5.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

y) = Akoix,y) (B.95 

-2m (^y"^s) fc^^H^^^y) (B.96 

^ "^{fx'fy)^^ -2J^^a (^S)^ (B.97 



87r3 

m^(f- <f\ dz (djE) {2C^ - (B.lOO 



167r3 



z Jy 

1 2 / 



m 



/z Jy 

87r3 



£ - dz {d,E) (B.lOl 



167r3 

m3 ( ^ - f ) (B.102 



327r3 



m^4^ - A + \i - A (B.103 



1 3 / /"^ '■^ '■^ 



z Jx Jy Jy 



Beweis: Es geniigt, den Fall > zu betrachten. Untersuche die Terme verschiedener 
Ordnung in m nacheinander: 

1. Terme ~ m: 



1 ( /y fv 



4^ 



ry 
J X 

+£3 £ dz ^m){z) - 2 £ a m - ^ £ (dh) 



2. Terme ~ m^: 



+l[£dz {x-zyj.Eiz)^^ 
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Unter Verwendung von Lemma B.2.2 kann man den zweiten und dritten Summanden 
umformen 



dz E{z) {z - yy-fj 



dz (x — zy^j ^(z) 



und erhalt insgesamt 

Akraix,y) = -^m^J ' 



'dzm)iz) (z-yy-fj + 2fE 
^ dz {x-zy-ij {^E){z) + 2<f^: 

X J X 



167r3 
3. Terme ~ m^: 

l^km{x,y) 



fTT^^ f dz [m{z) {z - yyj, - (x - zy^, m{z)) 



87r3 1 2 * A 4 
Setze nun die Umformungen 



" E - 2<f dz{y-zy-ij~{z) 



X J X 

y ry 



E - 2 4 dz{z- xy-fj E{z) 



(B.104) 
(B.105) 



em. 



□ 



Bei der Berechnung der Randwerte auf dem Lichtkegel kann man in ( B.lOO ) partiell inte- 
grieren, so daB sich die Gleichung vereinfacht: 

Satz B.5.2 Fiir {y - x) e C gilt 

lim {Akm{x,u) — AkQ{x,u)) 

"^x^u-^y 



167r2 



(S(2/)+E(x)) 



327r2 

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar mit Hilfe von (lOol) und |A.1.12| . 



□ 
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B.6 Pseudoskalare Storung 

Wir betrachten die Storung durch ein pseudoskalares Potential 

G = i^ + ipE . (B.106) 
Fiir /S.km hat man in erster Ordnung in S 

^kjn = —i {Sjn km + km Sm) 



Theorem B.6.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

Akm{x,y) = -ipAko[E]{x,y) (B.107) 
+-^mp(f -f)l^E (B.108) 



y 

1 2 ^ /" 



if -f (B-109) 



y 

1 2 / /" 



X Jy 
X Jy 



m'[f -f ]dz id,E) (2C^ - e) P (B.llO) 



m'if -f )dz (djE) pa^^ (B.lll) 



ry ry fx\ 

4 + A -4 - A ) (B.112) 

Jx Jx Jy Jy / 



Beweis: Es geniigt, den Fall > zu betrachten. Untersuche die Terme verschiedener 
Ordnung in m nacheinander: 



1. Terme ~ m: 



A*„(x,») = -^m|#,(£%=) + (£%=)^,} 



I 



y 



2. Terme ~ m^: 

Akm {x,y) = -^^''{£ p-+\^x[ £ ps(2) - yy^j) 

1 
2 



1 / /y 
+- 



£ dz (x - zYjj pE{z)j 



-ip Akm[E]{x,y) -^pf 
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3. Terme ~ m : 



Akmix,y) = --^ m'^ ^^-^<^ dz (^{x - zYjj pE{z) + pE{z) {z - yY'jj 



Setze nun die Umformungen ( [B.104D , ( |B.105| ) ein. 

□ 



B.7 Bilineare Storung 



Wir betrachten wieder die bilineare Storung ( A.129 ). Fiir Akm hat man in erster Ordnung 
in B 

Akra = - (sm Bjk km + k^ Bjk Sm) ■ (B.113) 



Theorem B.7.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

Akmix,y) = Ako{x,y) (B.114) 
(^^(^) - ^^(^)) Pli (B.115) 



+^ ^{£- £) - 2 £ a fni (B.117) 

+ |y^,e^kCT^'' (B.119) 



+ 



^ ei^) ei^) {B,k{y) + B^k{x)) a^' (B.120) 
^ L_ ^2 0(^2) ^(^0) jj,B^\ (B.121) 



©(e')e(C°) r e^'"' B.j^kiiP (B.124) 



« 2 

m 



327r2 



^ m3 9(^2) 6(^0) £ e^^'^' S., a Pli (B.125) 



167r2 



66 



Beweis: Es geniigt, den Fall .^"^ > zu betrachten. Untersuche die Beitrage verschiedener 
Ordnung in m naclieinander: 



1. Terme ~ m: 

ry 



Wir setzen die Relationen 



fcT^'^ = i{gV _ gik ^j-^^^ijkl (B.126) 

a^'S' = -i{g"h^ - g"^ Pli (B.127) 



ein und erhalten 



,k pii 



j> dz (^Bij^k{z) - 2 J a Bij^k^ p-yi 



87r3 

Jx J X 



jk) Pll 



87r3 

2. Terme ~ m?". 

Akmix, y) = ^ { £ Bjk + \^,l^£dz Bjkiz) a^^ {z - y)™7„) 

+i £ dz (x - zr^m Bjk{z) a^'') (B.128) 

Wir berechnen nun den zweiten und dritten Summanden. Dazu losen wir zunachst 
das Produkt der Dirac-Matrizen mit Hilfe von ( A.13^ ) auf. AnschlieBend berechnen 
wir die Ableitungen und fiihren eine Entwicklung um den Lichtkegel durcli, wobei wir 
alle Terme der Ordnung weglassen. Am einfachsten berechnet man die Randwerte 
der Ableitungen der Lichtkegelintegrale direkt mit ( A.45| ). Beachte, daB sich die 
Terme 

B,,a^^{z-yr , ^£{x-zrB,,a^>^ 



dy^' 



mit Hilfe von Lemma B.2.2| auswerten lassen. Man erhalt auf diese Weise 

d rv 



h ( £ B,k ^^'^ {z - = 2i—£ dz B^\z) {z - y)k 

£ dz Bjkiz) a^" (z-yr + 2^ £ dz B^\z) <Jkra [z - y) 



+2 A £ dz B^k{z) {z -VT + ^ £ dz e'^^' B,,{z) {z - y)i p 
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J X 



TT Py d -I Py •; 

+ 2 (« - 1) ^B,k a^" + vr (2a - 1) B^j, a^' 

-iTT /% - 1) B% + ^ /% - 1) e^^-^' S,,, e/ P 

J X 



jk 

£{x - zY^, B,k = -2i ^ £ dz {x - z), B^\z) 

^ dz {x - zr B,u{z) a^^ - 2^fdz{x- z)^ B^\z) a. 



X 



-2 A £ dz {x - zT B^u{z) a''' - -^^£dz e'^^' B,,{z) {x - z), 



J X 

Jx ^ Jx 

Jx 

+7T /'(2a2 - a) {B^l Cm + B,k,m e) ^'"^ 

J X 

und durch Einsetzen in ( B.113| ) die Behauptung. 
Terme ~ m^: 

Akm{x,y) = --^m^!^-^£ dz(^{x-zy-fjBkiiz)a^^ 



+Bm{z) a'^ {z - yyjj) - ^ ^, ( ^ B^a^' ) " 7 ( f B,ia 



Mit den Relationen 



£ Bkia'^'^ = 2£dz{z- yyj, Bki{z) a'^' + Oif) 
Bkia^') 3 = 2f dz Bki{z) a'^' {x - zYjj + Oif) 



vereinfacht sich der Beitrag zu 

Ak,^ix,y) = --L^m^£ [^Bkia^' + Bkia'"'^) + Oie: 

= £ B,, a + o{e) 
= - ©""(o £ B,, 6 + oie) 
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□ 



B.8 DifFerentialstorung durch Vekt or potential 

Wir betrachten wieder die Storung des Diracoperators ( |A.139| ). Fiir A/c^ hat man in 
erster Ordnung in L 

/\km{x, y) = —i (^SmL"^ dj + k^L-^ djSmj {xit/) — — (^SmL'^ jk^ + k^L'^jSmj {x,y) 
= -i-^Akm[L^]{x,y)+'-Akra[L\^]{x,y) , (B.129) 



so daf5 wir die Rechnung teilweise auf das Ergebnis fiir skalare Storungen, Theorem B.5.1, 
zuriickfiihren konnen. 

Theorem B.8.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

Akm{x,y) = Ako{x,y) (B.130) 
-im(^£ Lj^ ko{x,y) (B.131) 

^ (^""(0 - l^'iO) £(2« - 1) {L\. ^ + (^L,) e) (B.132) 



i 

'8^ 



y 



mil'^iO-l'-m I II (B.133) 

m - [\a^ - a) (QL,) ^ ^ (B.134) 

^^^^^^ " ^""^^^^ ^^'^y^ + ^^^'"'^^ ^^-^^^^ 

+^^' i^^'iO -I'^iO) I' he (B.136) 



X 



rn^ (/^(O - /^(e)) j\d,Lm) r Ck (B.137) 



Beweis: Nach Theorem |B.5.1| hat man 

-i-^ Akm[L^]{x,y) = -i-^ Ako[V]{x,y) 



-^m(/V(e)-;A(^)) j\aL\^i + m 
i 

,2 /;V 
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^ ,2 /;V/cN ,A/ 



+ 



167r2 



Setze nun in ( B.129| ) ein. 



□ 



Wir berechnen nun den Beitrag ~ his zur Ordnung C'(^^): 
Satz B.8.2 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

+T.^.(e^(e)-e^(e)) 



167r2 

i 



+ 32^ (©no - e^(6) (2a - 1) L^, i 



Beweis: Nach Theorem |B.5.1 , Lemma B.1.5 und ( A.45| ) hat man fiir ^'^ > 



(B.138) 
(B.139) 
(B.140) 
(B.141) 
(B.142) 



"3^3 (2 £ (y - z),{cf)V) - 2 £ dz {z - x)0V)^ + 0{e) 



167r2 



8^2 



9^(0 / (a^-a)(aL,)e^ 



167r2 



32^2 

+ ^©^(6 £(2a-l)(^L,)e^- + 0(^2) 



□ 



B.9 DifFerentialstorung durch axiales Potential 



Wir betrachten jetzt die Storung des Diracoperators 

1 
2 



G = + pV dj + - pL{- (B.143) 
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mit einem reellen Vektorfeld L. Fiir A/c^ hat man in erster Ordnung in L 

Akm{x,y) = i-^ Akra[ipL^]{x,y) -^Akm[ipL\j] , (B.144) 

so daf5 wir die Rechnung teilweise auf das Ergebnis fiir pseudoskalare Storungen, Theo- 
rem 



B.6.1, zuriickfiihren konnen. 



Theorem B.9.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 



Akm{x,y) 



ip Akf) 
1 

i 



{x,y) 



+ 



167r^ 



{l^{i)-l\i)){L,{y)+L,{x))e P 



(B.145) 
(B.146) 
(B.147) 
(B.148) 



Beweis: Nach Theorem |B.6.1| hat man 

d ■ d ■ 

i-Q— Akm[ipL^]{x,y) = p-^ Ako[V]{x,y) 



+ 



{L,{y) + Lj{x)) e P 



Akm[pL\j]{x,y) 



167r2 

-'-pAko[L{Mx,y) + Oif) 



□ 



Wir berechnen nun den Beitrag ~ his zur Ordnung 0{S^'^) 
Satz B.9.2 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 



Ak^'Hx,y) = -i^(G^(0-G^(e))£p(^L,K^' + • (B.149) 



Beweis: Nach Theorem B.6.1 und ( [A.45| ) hat man fiir ^'^ > 



i^Ak^^^[ipLmx,y) 



327r3 



2<t>^ dz {y - z)j{^V) + 2<f^ dz {z-x)j{^L^)\ + 0{(^ 



327r2 



Ak^^^[ipL\j]{x,y) = 
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□ 



B.IO Bilineare DifFerentialstorung durch Vekt or potential 

Wir betrachten wieder die Storung des Diracoperators ( |A.148| ). Mit Hilfe der Umformung 

= m AA;m[_^] - km I/' 
und ( A.149| ) konnen wir Gleichung ( A.149| ) auf den Fall m 7^ iibertragen: 

Akmix,y) = -lAkm iL^ 

iL^dj + -L\. 



{x,y) + iAkm W{i^)] {x,y) + -Akm[Lj^k(y^\x,y) 



{x,y) + -Akm[Lj^k(y^\x,y) 
1 



+im Akm[I/']{x,y) - ikm{x,y) I^{y) - ^Akm[L^j] 



(B.150) 



Damit lafit sich die Rechnung teilweise auf diejenige fiir skalare, bilineare und elektromag- 
netische Storungen sowie DifFerentialstorungen zuriickfiihren. 

Theorem B.10.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 



Akm{x,y) 



Ako{x,y) 



+ 



87r2 
1 

16^ 
1 

i 



(B.151) 
(B.152) 

(/^(e) - (Ljiy) + Hx)) 6 a^'^ (B.153) 

(B.154) 
(B.155) 



Jx 

(l^(C)-l^(^)){L,{y)-L,{x))e 



167r2 



Beweis: Wir erhalten aus Theorem B.7.1 und Theorem A. 3.1 



^Akm[Lija'^]{x,y) = ^ Ako[Lija'^]{x,y) 



87r2 
1 



m2 (/V(^)_;A(^)) r^^_^.^.^^^.. 



167r2 



+ 1^ ^^^^^^ ~ ^^^^^^ ^^'^y^ " ^'^""^^ 



0(e°) + 0(m3) 



im AkmW]{x,y) 
1 



2^2 



m(m^(0-m^(0) / L.^ ^ 
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87r2 



+^ m - £(2« - 1) (^i,) e^' 

-ikjn{x,y) I^{y) = -iko{x,y) I^{y) 



+ 



47r2 



Durch Vergleich mit Theorem [B.8.1| folgt 
-iA{km - ko 



{x,y) + - A(/cm - A;o)[Ljjcj*^](j;,y) 



1 

8^ 



+ AA;m[^](x,y) - i{km - ko){x,y) I^{y) 



Man erhalt die Behauptung mit ( |B.15C| ) und Theorem B.5.1. 



□ 



Wir berechnen nun den Beitrag ~ rr? bis zur Ordnung 0{^\. 
Satz B.10.2 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

1 



Ak^^\x,y) 



32^2 (0^(0 -e^6) (^(y)-^(x)) 



(B.156) 
(B.157) 



Beweis: Nach Theorem |B.7.1| und Theorem [B.2.1| hat man fiir ^'^ > 



327r2 



(9^(0-6^(0) r e'^^'U,,iuPli + 0{e) 

J X 



(9^(0 - 9^e)) (2a - 1) (^L,)e 
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+ 



1 



+ 



327r2 
1 

167r2 

i 

32^ 



(6^(0 -e^(o) 



levr^ 



Durch Vergleich mit Satz B.8.2 folgt 



{x,y) + '-Ak^^^[Uy^]{x,y) 



327r2 



Man erhalt die Behauptung mit ([B.15C|) und Theorem B.5.1 



□ 



B.ll Bilineare Different ialstorung durch axiales Potential 

Wir betrachten jetzt die Storung des Diracoperators 



G = + pLj a- 



.jk 



d 



dx^ ' 2 



+ - ^j,k(y 



(B.158) 



mit einem reellen Vektorfeld L. Mit Hilfe der Umformung 

Akjn[pIJ'{i(^)] = -SmP'i]' {i^)km - km plj' {i^) Sr 

= m Akm[pl^] - km plj' 



und ( |A.149| ) konnen wir die Rechnung zum Teil auf diejenige fiir pseudoskalare, bilineare 
und axiale Storungen sowie auf Differentialstorungen zuriickfiihren: 



Akm{x,y) 



iAkm 
-iAkm. 



pVdj {x, y) + Akm [p^(i^)] (a;, y) + -Akm[pLj^k(y^'']{x, y) 



{x,y) + - Akm[pLj^k(^^^]{x,y) 



-km{x,y) pll{y) + m Akm[pIJ']{x,y) + -Akm[ipL^^^ 



(B.159) 



Theorem B.11.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 



Akmix,y) = ipAko 



ix,y) 



(B.160) 



74 



+ 4^ "^G'' (0-^^(0) 



(B.161) 
(B.162) 
(B.163) 
(B.164) 
(B.165) 
(B.166) 
(B.167) 
(B.168) 



167r2 
1 



167r2 



(B.170) 



Beweis: Mit den Relationen 



— 2(i/m Ln,m) 



erhalt man aus Theorem p. 7.1 

1 i r • • 1 

- A(fcm - A;o)[/oii,i(^*-'](a^,y) = ^ H^m - ko) [e'^''^ Uj aki\ {x,y) 



167r2 
1 

~16"7r2 



m {1^0 - l^iO) j\u, - L,,)e Pl^ 



167r2 



m r (0-/^(0) J%m,)e pi^ 
m{i''{o-i''{i))p{m-m) 



87r2 



167r2 



,2 /rV 
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Zusatzlich haben wir 



Durch Vergleich mit Theorem B.9.1 folgt 



pUdj + g L\ 



{x,y) + ^ A{km- ko)[pLj^ka^'']{x,y) 



- {km - h){x,y) piliy) 

-^m(/^(e)-/^(e))p(^(y) + ^(x)) 



1 



167r2 

i 

167r2 



{l^(^)-l^{^))(L,{y)-L,ix))e p 



Aufierdem haben wir nach Theorem A. 3.1 und Theorem |B.2.1 



mAkm[pmx,y) = ^"i(m^(0-m^(e)) L.^ 
+^ ^ (l^iO - I'^m £(2a - 1) L\, Pi 
+^ m - \\o? - a) (QL,) t pi 

+8^ ^ (^""(0 - ^^(0) /'(2a - 1) pm,) e 



8^2 



m{i^{i)-i\^))p{m+m) 



47r2 



Die Behauptung folgt nun mit ( |B.159 ) und Theorem B.6.1. 



□ 



Wir berechnen nun den Beitrag ~ bis zur Ordnung 0{S,'^) 
Satz B.11.2 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 



+ 



167r2 



- Pim + m) 



(B.171) 
(B.172) 
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+Y^(0^(e)-e^(6) (B.173) 

"3^ (©"(0 - 0^(0) - «) (B.176) 

(e^(0 - e^(e)) L,,, 6 7« + Oif) . (B.177) 



Beweis: Nach Theorem |B.7.1 und Theorem B.4.1 hat man fiir > 



Jx 



647r2 



327r2 



327r2 



Durch Vergleich mit Satz [B.9.2| folgt 



{x,y) + ^ AA;(3)[pL.;.a^-fc](x,y) 



2 



32^2 

Aufierdem haben wir nach Theorem [B.4.1| und Theorem |B.6.1| 

+^(0^(e)-e^(e)) 1%^ 
+^(0^(e)-e^e))p(^(y) + ^(^)) 



167r2 
1 



^ (e^(e) - e^(e)) J\2a - 1) L^;^. 



77 



□ 
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Appendix C 



Storungsrechnung fur pQ im 
Ortsraum 



In diesem Kapitel werden wir die Distribution po fiir verschiedene Storungen des Dirac- 
operators im Ortsraum in erster Ordnung berechnen. 
Nach (H) miissen wir die Gleichung 

Po = Po- PqBsq - soBpo 

auswerten. Wir haben 

{po Bso + soBpo){x, y) = (z^J (Pq BSo + S^B Pq) {x, y) (i^y), 
dabei ist 5*0 die Distribution ( |A.3| ), Pq ist im Ortsraum durch 

^»(^' = /(^ ^"" = -4^ <°'l' 

gegeben. Der Pol auf dem Lichtkegel ist als Hauptwert zu behandeln, also fiir g £ C^{M) 

If 1 

:= --^ lim I [ d^x + 9{x) . (C.2) 

Fiir die Storungsrechnung muB man Ausdriicke der Form 

(Po/5o + So/Po)(x,y) 

und deren partielle Ableitungen nach x, y berechnen. Als technisches Hilfsmittel werden 
dazu allgemeinere Lichtkegelintegrale benotigt: 

C.l Verallgemeinerte Lichtkegelintegrale 

Zunachst miissen wir Funktionen eingefiihren, die ein bestimmtes Abfallverhalten im Un- 
endlichen zeigen. 
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Def. C.1.1 (i) Eine Funktion f G C°°{M) heifit zur p-ten Potenz abfallend, p > 0, 
falls es zu jedem Punkt ^ y E M eine Umgebung U G M und Konstanten Aq, c 
gibt mit 

lA^'/CAz)! < c \/X> Xo, zeU 

Die zur ersten und zweiten Potenz abfallenden Funktionen werden auch linear und 

quadratisch abfallend genannt. 

(ii) Eine Funktion f G C°°(Af) heifit gleichmafiig zur p-ten Potenz abfallend, p > 0, 

falls die partiellen Ableitungen der Ordnung q von f,q>0, zur (p + q)-ten Potenz 
abfallen. 

Die Menge der gleichmdfiig zur p-ten Potenz abfallenden Funktionen wird mit C^{M) 
bezeichnet. 

Offensichtlich folgt aus f e und g e C~, dafi fg e C^g. 
Fiir / G C^^iM) soli nun das Integral 

■■= - J d'z {q{z) - l^{z)) {t'iz) - nz)) f{z) (C.3) 

als Distribution definiert werden. Dazu wird folgendes kleine Lemma benotigt: 
Lemma C.1.2 (i) Fiir g G C^{M) ist 

h{z) = j d''y{l\z-y)-l\z-y))g{y) 

eine linear abfallende Funktion. 
(ii) Fdllt f zur dritten Potenz ab, so sind die Integrate 

j d''zf{z)f{z) , jd'zl\z)f{z) 

wohldefiniert und endlich. 
Beweis: 

(i) Sei 7^ y G M. Wahle ein Bezugssystem mit yj^O, setze k = |y|/2. Da g kompakten 
Trager besitzt, gibt es i? > mit supp ^ C IR x Bji{0). Aufierdem ist g beschrankt, 

\9\ < c. 

Wahle [/ = IR X B«(y). Fiir z G C/, A > 2R/k hat man 

A|MA^)| < xjd^y{t'{Xz-y)+l^{Xz-y))\g{y)\ 

= j d^S^^[\g{{-\xlx) + Xz)\ + \g{{\x\,x) + Xz)\] 

Fiir X G Br(Xz) gilt \x\ > \Xz\ — R> Xn — R> \Xk und somit 



X\h{Xz)\ < 2^/ d'xxB^{Xz){ 



O 1% 
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(ii) In Polarkoordinaten {t,r,uj) hat man 



oo 



(fzl^{z)f{z) = - I rdr I duj f{r,r,uj) . (C.4) 

2 Jo 

Nach Voraussetzung fallt / zur dritten Potenz ab, also 

\f{r,r,uj)\ < -3 
und das Integral ( |C.4| ) ist endlich. 

□ 



Def. C.1.3 Definiere fiir f £ C2°(M) die Distribution durch 



h{z) 



d'^z {l^{z)-l''{z))h{z) 



mit 



(C.5) 



fiz) d''y{f{z-y)-l\z-y))g{y) 



9 G Cr(M). 



Nach Lemma ^XH, (i) ist h G C^{M), somit ist (|C.5D nach Lemma |CX2| , (ii) sinnvoll 
definiert. 

Die Bezeichnungen von Definition |A.1.7| werden in analoger Weise auch fiir / / ver- 
wendet, also 



/)(!/) 



i f = i f 

Jx Jv 

d^z {l\z -y)- l\z - y)) {f{z - x) - l\z - x)) f{z) 

Fiir alle noch folgenden Lichtkegelintegrale werden wir ebenfalls die allgemeinere Notation 
von Definition A.1.7 verwenden, ohne darauf jedesmal im Einzelnen hinzuweisen. 

Fiir y E 9^ stimmt ^ / ofFensichtlich mit <f f iiberein, fiir y £ ?R. reduziert sich ( |C.3| ) 
auf das Integral von / iiber ein zweidimensionales Hyperboloid. 

Viele der Resultate, die in Anhang ^ fiir das Lichtkegelintegral <f bewiesen wurden, 
lassen sich auf / / iibertragen. Insbesondere haben wir in Analogic zu Satz A. 1.3 das 
folgende Ergebnis: 

Satz C.1.4 ^ f ist harmonisch (im Distributionssinne) . 

Auflerdem ist f eine Funktion, die auf 9 U glatt ist. Fiir z £ C gilt 



lim ( 
lim ( 



/)(y) 
/)(y) 



|^'/(Az) d\ 

f{Xz) dX 



IT 

2 ./lR\[0,l] 



(C.6) 
(C.7) 



Beweis: Verlauft ganz ahnlich wie der Beweis von Satz A. 1.3. 



□ 
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Satz C.1.5 Fur die Ableitung von // gilt (im Distributionssinne) 
djihliy) = {hf ){y)+'Ky,Ky) H f{\y)d\ 



(v) 

Fur hj kann man eine der Funktionen 



(C.8) 



Ay) 



h^\z) 



^ p> ft \ ~ yj a f 

-djfiz) - ^2 ^if 

1 /■! 

9jf(z) - 7,'^z{zj / f{az) da) falls y G 3= 
1 

djfiz) + -a,{zj / f{az) da) falls y G 
I. 2 Ji 



(C.9) 
(C.IO) 



setzen. 



Falls f sogar in C^{M), kann man fiir h^^^ auch 

hf{z) 
hf{z) 



d^f-2^y^f 



oder 



,(y-2^)i 



y 



f{z) + 2 



[y - z)j r 



difiz) 



(C.ll) 
(C.12) 



setzen. 



Beweis: Man kann ganz ahnlich wie in Anhang ^ vorgehen. Daher soil der Beweis nur 
skizziert werden: 

Zunachst betrachtet man den Fall, dafi / kompakten Trager besitzt. 
Lemma [A.1.5 iibertragt sich direkt auf das Lichtkegelintegral / / und fiihrt auf ( |C.9| ), 
( p.lip und ( p.l2 ). Die Lemmata A. 1.6, A. 1.8 und A.1.9| gelten wortlich auch fiir / /. Zum 



Beweis wahlt man an Stelle von Polarkoordinaten jeweils hyperbolische Koordinaten. 



Bei Satz A. 1.10 muB man etwas aufpassen. Ersetzt man das Lichtkegelintegral § f 
durch ^ / und betrachtet den Fall y G so verschwindet in ( [A. 41 ) bei partieller Integra- 
tion in a der Randwert bei a = nicht. (Gleichung ( A. 431) gilt nicht mehr, well /J' fiir 

da 



3ff 9 y — > X divergiert.) Ersetzt man in ( A.40| ) jedoch den Term f^ a Uz{zjf{z))\z^ 



ay 



durch — a Oz(zjf{z))^z=ay da, so erhalt man bei der Umformung von (|A.4l|) nur den 
gewiinschten Randterm bei a = 1. Auf diese Weise kann man (|ClO| ) herleiten. 

Den Beitrag ~ l{y) in (C.8) erhalt man aus ( |C.6| ) und ( |C.7| ) genau wie im Beweis von 
Satz |A.1.15| . 

Die Voraussetzung / G C^{M) kann man durch Approximation abschwachen. Dabei 

(y) r,^^-^R f}n n|~)^ ( C.IOD gleichmafiig quadratisch 

nach (p. Ill) , (|C.12D gleichmafiig quadratisch abfallt, braucht man die 
starkere Voraussetzung / G Cf" 



verwendet man, dafi fiir / G C^(M) auch hf gemafi (| 
abfallt. Damit /il 



□ 



Beachte, dafi die Funktion hj in ( p.lOj ) fiir y G einen Pol am Ursprung besitzt. Dies 
bereitet fiir die Definition von (<^ h^J^^){y) jedoch keine Probleme, well das Hyperboloid, 



liber das in ( p.3| ) fiir testes y G Q'UK integriert werden mufi, den Ursprung nicht schneidet. 

(v) 

Daher kann man hj in einer kleinen Umgebung des Ursprungs beliebig abandern und den 
Pol beseitigen. 
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Wir werden nun weitere Lichtkegelintegrale einfiihren: Sei / G C2°{M), g G C^{M), seize 
fiir z ^ 

h{z) = I d% 5[<z,y>) g{y) . (C.13) 



Das Integral ist endlich und hangt stetig von z ab, wegen 
h{\z) = / (fy 5{<\z,y>) g{y) 



= \j d% '^(<^' y>) 9{y) , A > 

ist h eine eine linear abfallende Funktion. Nach Lemma C.1.2| , (ii) ist daher das Integral 

d^z l{z) f{z) h{z) 

wohldefiniert und endlich. Man kann also setzen: 

Def. C.1.6 Definiere fiir f G C2°{M) die Distribution (j) f durch 

{ff){9) = \j d'zl{z)f{z)h{z) 



mit h gemdfl ( C.l$ ). 



Formal ist f durch das Integral 



2 

gegeben. Offensichtlich hat man 



f){y) = I I d^zl{z)5{<z,y>) f{z) (C.14) 



[j my) = ^Aj f){y) ■ (C.15) 



Es gilt ferner 



Satz C.1.7 / ist eine Funktion, die auf 9 identisch verschwindet und auf glatt ist. 
Fiir z G C hat man 

hm {(ff)iy) = I r fiXz)dX 



Beweis: Verlauft ahnlich wie der Beweis von Satz |AT^ . □ 



Das Lichtkegelintegral f kann man auch als Grenzfall des Lichtkegelintegrals ^ / darstellen: 

Satz C.1.8 Es gilt im Distrihutionssinne 

{jf){y) = -^^mJX\{jf){Xy) . (C.16) 

Beweis: Man hat fiir A 7^ 

(//)(A2/) = - [d^z5{z^)6iiz-Xyf)eiz^)eiz^-Xy^)fiz) 

■ 6{z^) 6{-2X<z, y> + XV) e{z' - Ay") f{z) 
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|A| d'^yii my)g{y) 



also 



= ^ I 5(z2)e(zO) f{z) J d'y 5{<z, y> - ^y') e{z^ - \y^) g{y) 
Im Grenzfall A ^ konvergiert das innere Integral gleichmaBig in z gegen 

d^y 5{<z,y>)e{z^) g{y) 

woraus die Behauptung folgt. □ 

Fiir y G ?R. mu6 die Funktion / in ( p.l4| ) iiber einen zweidimensionalen Kegel integriert 
werden. Die Ableitungen von / in radialer Richtung liegen tangential zu diesem Kegel 
und konnen partiell integriert werden: 

Lemma C.1.9 Es gilt fiir y G 3f? und die Funktion g{z) = z^dif{z) 

{(fgM = -{(ff){y) ■ (C.17) 

Beweis: Wahle Zylinderkoordinaten (t, x,r, oline Einschrankung der Allgemeinheit 
kann man y = (0, xq, 0, 0) annehmen. 

f 1 /'27r 

= - dt dx r dr d^p 5{t^ - r"^ - x^) 5{x xq) 

J 2 J_oo J ~oo Jo Jo 

dip I dt t— f{t,0, \t\,ip) 



4|xo| JO J-oo dt 

r27r POO 



rZiT roc r 

-^J^ dy,J_^dtf{t,0,\t\,^) = -ifmy) 



□ 



Fiir die partiellen Ableitungen von / hat man 
Lemma C.1.10 Es gilt im Distributionssinne 

Oj{(ff){y) = {(flf){y) (C.18) 

mit 

= -'-^dif{z)-%f{z) 

J yZ yZ 

Dies kann man auch schreiben als 

d,{(ff){y) = -^^imJAI A(^/)(Ay) . (C.19) 



^ Also y = r cos ip, z — r sin^p 
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Beweis: Fiir eine Funktion g G C^(M) hat man 



I d^z l{z) f{z) I d^y 5{<z,y>) djg{y) 



d^z l{z) f{z) / d^y 6'{<z,y>) Zj g{y) 



d^z l{z) f{z) z_ 



d_ 



d_ 

dz^ 



yZ 



d^z ^ {z, l(z) f{z)) I d^y ^ 5{<z, y>) g{y) 



Integriere nun partiell 

_ 1 
~2 

= \Jd'^^ fi^) - 9lf) J dS ^ 5{<z,y>) g{y) 

- J d^z l'{z) f{z) J d^y ^<z, y> 6{<z, y>) g{y) 
Im letzten Summanden verschwindet das innere Integral, und es ergibt sich 

= j d'y{j)lf){y)g{y) 

Um Gleichung ( p.l9| ) zu beweisen, wendet man Satz C.1.5 mit /i^-^^ gemafi ( C.9 ) an 



d 



,(A2/)^ 



|A| \4 dz{ \d,f{z) - difiz) 



|A| £ dz Ux d.fiz) - "-^^^-^^ dJiz) 



Satz p.l.^ liefert 



d 



Zj j/' - yj z'- 



dif 



und nach Einsetzen von (|CT7| ) die Behaupt ung 



□ 



Gleichung ( p.lS| ) ist leicht einsichtig, man erhalt sie aus ( |C.16 ) durch formales Ableiten 



Nun konnen wir das Lichtkegelintegral f){y) definieren, das fiir y £ mit {§ f){y) 
libereinstimmt und auch auf dem Lichtkegel (mit Ausnahme des Ursprungs) stetig ist: 

Def. C.1.11 Definiere fiir f E C2°{M) die Distribution ^ / durch 



85 



Satz C.1.12 ^ / ist eine Funktion, die auf M \ {0} stetig ist. Fiir {) ^ z ^ C gilt 

lim = J r f{az)da . (C.20) 



J 2 JO 

Ursprung ist ^ f jedoch im allgemeinen nicht stetig. Fiir y G 9 hat man 



^|im^(^/)(Ay) = ^/(O) , (C.21) 

fiir y G 3? dagegen 

^nm^(^/)(Ay) = |/(0)-i(^y^a,/)(y) . (C.22) 

Beweis: Aus Satz |C.1.4| und |C.1.7| folgt unmittelbar, dafi ^ / eine auf M \ {0} stetige 
Funktion ist, die ( p.20| ) erfiillt. AuBerdem ist klar, daB fiir y £ 9^ die Lichtkegelintegrale 
{4 f){y) und {§ f){y) iibereinstimmen. Gleichung (|C.2lD folgt fiir y e 9^ somit aus 
Satz |AT3| , den Fall y G 3=^ erhalt man durch Punktspiegelung am Ursprung. 

Es bleibt also noch ( p.22| ) abzuleiten. Man kann ein Bezugssystem wahlen mit y = 
(0, xo,0,0). In Zylinderkoordinaten (t,x,r,ip) erhalt man 

r 1 foo roo r2TT 

{(pf)iy) = dt rdr d^d{t^ -r^) f{t,0,r,^) 

J I \xq\ J-oo Jo Jo 

2tt 



2 


|xo| J- 




,',/ 


4 


|a:;o| Jo 




1 



d^ dt f{t,0,\t\,ip) 



oo 

2tt pod 



((pmy) = I dt f{t,0,\t\,^) 



-oo 

(^/)(Ay) = ---^J^^dtJ^ rdrj^ Sit" - r^ - -X^xl) f{t,-\x^,r,^) 



1 



dt f{t, -Xxo,r{t),ip) 



4|Axo|jO JIR\[-Ao,Aa] 2 

mit r{t) = {t^ - a^X^)^, a = \xq\/2. Somit gilt 

1 f'^'^ 



4f){^y) = TT^f^diff dt (f{t,0,\t\,ip)- f{t,lxxo,r{t),^)] 

J 4 |Axo| Jo JM\[-Xa,Xa] V 2 / 



Eine Taylorentwicklung in A liefert 
und somit 

^li,„^(//)(A.) = -f(/A;)(,) + |/,„) , 

was, koordinateninvariant geschrieben, mit ( C.22| ) iibereinstimmt. □ 
Fiir die partiellen Ableitungen von ^ / erhalt man eine einfache Formel: 
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Satz C.1.13 Es gilt im Distributions sinne 

mit ^ 

^i(^) = djf{z) - (^Zj f{az) da^ 

Beweis: Fiir y G 9 hat man nach Satz |C.1.7| und Satz C.1.5 

dj{j>f){y) = dj{ff){y) = {jh,){y) 
Fiir y G 3f? gilt nach und (|Cl 



dAjf){y) = d,{jf){y) + d,{jf){y) 



5,(^/)(2/)-^^imJA|9,(^/)(Ay) 



{hj + gj) - lim |A| A H {hj + gj) 



mit 



9j{z) = ^^^i^^jj^ f{az)da^ 

= a djf{az)da H — Zj / {Of)(az) da 
Jo 2 Jo 



Mit Hilfe der Relation 

gj{\z) ■■ 



A A 



a djf{Xaz) da + - Xzj j a (□/)(Aaz) da 
9j{z) 



erhalt man 



|A| A x gj{z) dz = |A| A >|t gj{\z) dz 
Jxy 



9j 



und nach Einsetzen in ( C.24|) 

dj{^f){y) = {jhj){y)-^^mJ\\X{jhj){Xy) 



(C.23) 



(C.24) 



Die Funktion hj ist in C2°(M). Nach Satz C.1.5 verschwindet der zweite Summand und 

man erhalt ( 102^ ). 

Es bleibt zu zeigen, daB ( |C.23 ) im Distributionssinne gilt. Fiir g G C^{M) hat man 



/)(<?) 



dSi^f){y)d,g{y) 

d% i^f){y) d,g(y) - J^d^y f){y) d,g{y) 
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Da (§ f auf 9 U glatt ist, kann man partiell integrieren. Die Randterme fallen weg, well 
^ / auf dem Lichtkegel stetig ist 



'UK 



dSd,{H){y) g{y) 



'UK 



d y ( i hj){y) g{y) 



da / hj eine Funktion ist. 



□ 



Man beaclite, daB dj<§ f nach (C.23) auf dem Lichtkegel im allgemeinen nicht stetig ist. 
Als letztes Lichtkegelintegral soil nun die Distribution 



if my) 



1 



{y - 

eingefiihrt werden. Dazu braucht man folgendes Lemma: 
Lemma C.1.14 Fiir g G C^{M) ist 

1 



Kz) f{z) 



h{z) 



d'y 



9{y) 



(y - zy 

eine linear abfallende Funktion. (Das Integral ist als Hauptwert definiert.) 



(C.25) 



Beweis: Sei ^ y G M. Wahle ein Bezugssystem mit y ^ 0, setze k = \y\/2. Da g 
kompakten Trager besitzt, gibt es > mit supp (7 C IR x 5^(0). 
Wahle U = Mx B^{y). Fiir z e [/, A > 2R/k hat man 



Xh{Xz) 



X 



fdtf 

J-00 JB 



d-^x 



-00 jbr(o) 
Eine Partialbruchzerlegung liefert 



{t-Xz^Y - {x-Xz)' 



g{t,x) 



/ d-^x 4 dt — 
JBnio) J-00 2a 



1 



iBr{6) J-00 2a \t — Xz^ — Xa t — Xz^ + Xa 
mit a = a{X, x) = \z — x/X\. Wegen 

/ \ — *\ I — ♦! I I ^ 

a{X,x) >\z\- — >K-j>- 



g{t,x) 



(C.26) 



hat man 



A \h{Xz)\ < - 



d-^x 



1^ JBr{o) 



1 



1 



/oo 
-00 \.t - Xz^ - Xa t-AzO + Aa 



g{t,x) 



(C.27) 



In (C.27) ist das innere Integral, und somit auch der gauze Ausdruck, in A und z glm. 
beschrankt. □ 
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Def. C.1.15 Definiere fiir f £ C2°{M) die Distribution f f durch 

{ffM = j d^zl{z)h{z) f{z) ,gGC^{M) 



mit h gemdj] ( C.2t ). 



Diese Definition ist sinnvoll, weil h nach Lemma |C.1.14| eine linear abfallende Funktion 
ist. 

Satz C.1.16 f f ist harmonisch (im Distrihutionssinne). 

AujJerdem ist f f eine Funktion, die auf 9 U glatt ist. In der Ndhe des Lichtkegels 
besitzt f f eine logarithmische Divergenz, also fiir z ^ C 



Y,xn{{j f){y)--H\y'\) d\e{\)f{\y) \ < oo 



Beweis: Verlauft ahnlich wie der Beweis von Satz |AT^ . 



□ 



Es ist giinstig, das Lichtkegelintegral f f mit Hilfe von ^ f, <§ f auszudriicken. Dadurch 
wird es moglich sein, ohne groBen Aufwand auch Formeln fiir die partiellen Ableitungen 
von f f abzuleiten. 



Lemma C.1.17 Es gilt im Distrihutionssinne 

{jf){y) - 



(C.28) 



Beweis: Rechne fiir g G C^(M): 



d^'yiimXy) g{y) 



d^z (I'^iz) - l\z)) fiz) / dS {t'iz - Ay) - /^(z - Ay)) g{y) 



Fiir y £ Q tragen die Terme l"^ (z) l^{z — Ay), l^{z) {z — Ay) bei, fiir y G 3f? dagegen die 
Terme {z) {z — Ay), l^{z) l^[z — Ay). Dies fiihrt zu einem relativen Minuszeichen fiir 
die Falle y G $5, y G 3ft und man kann schreiben 



d'^z l{z) f{z) / A l{z - Ay) 6(y2) g{y) 



J-oo 1 - A 

Da die inneren Integrale stetig von A abhangen, kann man die A-Integration ausfiihren 
und erhalt einen Beitrag bei A = 2<z,y> /y'^ 



d'^z l{z) f{z) J d^y 
d^z l{z) fiz) [ dS 



2<z,y> 



y 

1 



y 



1 



(y2-2<z,y>) \2<z,y> 

2 9{y) 



e(y^) aiy) 



(y - z) 

wobei im Integral nach y wie gewiinscht der Hauptwert auftritt. 



□ 



Wir werden nun der Einfachheit halber annehmen, dafi / gleiclimaf5ig zur dritten 
Potenz abfallt. 
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Satz C.1.18 Fiir f £ C^{M) gilt im Distributionssinne 

dj{jf){y) = + ^ /'^^ dzz,f{z) 



(C.29) 



mit 



hj{z) = djf{z) -^°z (^Zj f{az) da^ 
Beweis: Nach ( [02^ ) gilt 



iff)iy) 



IXy 

f - f dX 6(A) ;/ / 



(C.30) 



Aufgrund der Beziehung 







J— oo 1 — A JXy J ~00 A(l — X) Jy 

kann man im ersten Summanden von ( p. 30 ) das Lichtkegelintegral ^ / durch <§ f ersetzen 



J —< 



1-X 



Ay 



/ _ / dX 6(A) 4 f 



Ay 



Durch Differentiation erhalt man unter Verwendung von ( C.23| ) und ( C.28| ) die Gleichung 



djiffM = {jhi){y)- £jXe[X)^{jf){Xy) 



(C.31) 



Im zweiten Sumanden von (lOSlI) kann man durch geschickte partielle Integration die 
Ableitung beseitigen: 

Da / gleichmaiSig zur dritten Potenz abfallt, kann man Satz |C.1.5| mit in der 
Form ( C.12| ) anwenden. 



/~ dX e(A) ^ / / = -T dX\X\ / , 

J-oo Oyl Jxy J-oo JXy 



re 



f dX \X\ 

J —oo 



dz 



Ay 



2(Ay - z) 



d 



= 7 £''''<^>£/M"'a?('^-r)^M + <''-r''^<^'} 

2 ( r 2 d r 1 

An dieser Stehe tritt ein kleines Problem auf. Man kann namlich in ( C.32| ) nicht ohne 
weiteres partiell integrieren, well die Randterme bei A = fiir raumartiges y nicht ver- 
schwinden. Denn nach Satz C.1.4 besitzt das Lichtintegral ^xydz {Xy — z)j f{z) fiir y ?R. 
bei A = einen Pol. 
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Wir werden nun zunachst zeigen, daB man die Lichtkegelintegrale / in ( p.32| ) durch 
ersetzen kann. Nach ( |C.15D folgt 



dX e(A) — (j)^ dz (Ay - z)j f{z) 



j_^d\ e(A)^ |e(A) j^dz yj f{z) - j^dz Zj f{z) 



roo I I J 

j dX e(A) JJJ^^ f dz zj f{z) 



f°° dX 

J~QO \X\ JXy 



d dz Zj f{z) 
J Xv 



und nach Addieren zu (C.32) 

poo Q 



ljXeiX)^ijmy) 

- dAe(A)|-i ^ dzzjf{z) + 



d 

dX JXy 



dz (Xy - z)j f{z) 



Nun kann man problemlos partiell integrieren. Die Randwerte im Unendlichen verschwinden, 
weil / gleichmaiBig zur dritten Potenz abfallt. Fiir y G 9 fallen auch die Randwerte fiir 
A = weg. Falls y G 3?, hat man nach ( C.22 ) 

d) dz {Xy — z)j f{z) = — lim di dz Zj f{z) 

J Xv 0<A^0 J Xv 



lim 

0<A^0 Jxy 



\4dz {y^^){z^f{z)) = - lim i dz {Xy - z)j f{z) 

2 Jy dz'- 0>A^0 Jxy 



SO dafi sich die Randwerte fiir A = ±0 wegheben. 
Man erhalt also 



roo 



und nach Einsetzen in ( C.31 ) die Behauptung. 



□ 



Fiir Funktionen, die gleichmafiig zur vierten Potenz abfallen, kann man auch eine Formel 
fiir die zweiten Ableitungen herleiten: 

Satz C.1.19 Fiir f G C2^{M) gilt im Distrihutionssinne 



djk{ f f){y) = { f hjk){y) - ^ ^ £^dz Zj zk af{z) 



/■°° dA n 



y4 |A| I A 



£ dz Zj Zk f{z) + l£dz {y^di){zj Zk (C.33) 



mit hjk gemdfi \A.4-d( ). 

Dabei ist mit wiederum der Hauptwert gemeint. Die Distribution bezeichnet 
die Ableitung des Hauptwertes, also fiir g £ C^{M) 



[ d'^z —r qiy) := — lim - / d'^v 



d{y' 



1 



+ 



y^ + le y^ 



lim — 



d'y 



+ 



1 



(y^ + ieY (y^ — i^Y 



9{y) 

g{y) . {CM) 
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Beweis: Aus Satz C.1.18 folgt 



/2 dX J 



d 

Qyk 



+- 



r -'-OO |A| J\y 

d ( 2 dX 



4 



4 d. /(.) 

J Xv 



dy^ ly2 X_oo |A| j\y 
Den zweiten Summanden in ( p. 35 ) kann man folgendermafien umformen: 

J — OO A J\y 



(C.35) 
(C.36) 



|A| Jxy 

dX 

J—oo \X\ Txy 



4 dz Zk ^djf{z) — J a djf{az) da — - zj J □/(az) da 



da 



aXy 



dz Zk djf{z) + -Zj Zk Of{z) 



Mit den Integralumformungen A. 1.12 erhalt man 

1 dX J 



Durch Einsetzen in ( p.35| ) ergibt sich gerade der zweiten Summand in ( C.33| ). 
Es bleibt somit zu zeigen, daB 



d r 2 f'^ dX 



dy^ W J-oo \X\ Jxy 



4 dz /(.) 

J Xv 



f°° dX fl 



y4 |A| I A 



dz Zj Zk f{z) + ^ 4^ dz {y'-di){zj Zk f{z)) 



Hierzu sind zunachst eine Reihe von Umformungen notig: Nach Lemma C.l.lC und ( p.l5| ) 
hat man 



dz 



%y'di + ^) {z,f{z) 



dz {y^di){zj Zk f{z)) 



6(A) 

A2 

6(A) 

4^ dz {y^di){zj Zk f{z)) 

2 1 /■ 

d) dz {y^di){zj Zk f{z)) 

y A JXy 



J_ A. 

y2 dX Jxy 



dz y^di{zj Zk f{z)) 



(C.37) 



Da / G C^{M), fallt die Funktion Zjf{z) gleichmal3ig zur dritten Potenz ab. Anwen- 
dung von Satz |CT^ mit hf^ in der Form ( |Cl2D liefert 



l_d_ 
Xdy^ J\y 



dz Zj f{z) 
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Ay2 j( i}-^ ~ X^^*^ + iy- z^^^j (zjfiz)) 



IXy 

— / 

2 d 
2/2 dA Ja?/ 



dz l^z^di ^(y - Zj /(z)^ + (y - ^^;)fc fiz) 



dz (y - \z)k Zj f{z) + 2 X T 



2 1 



{y - jz)k Zj f{z) 



.(C.38) 



Ahnlich wie im Beweis von Satz C.1.18 kann man in (C.38) das Lichtkegelintegral / durch 
4 ersetzen, weil 



{y-\z),z,f{z) 



d_ il_ 

d\\\\\ ly 

e(A) 



dz Vk Zj f{z) 



e(A) 
A2 

6(A) 



dz Zk Zj f{z) 



(j) dz yk Zj f{z) + 2^^ (j) dz Zk zj f{z 



A2 



If 2 

A fx ~ 'X^^^ ^^^^ 



(C.39) 



Durch Addition von (p. 37 ), (p.38 ), ( C.39 ) und Integration liber A erhalt man 



2 d\ 



1^ dz [y- -z)k Zj f{z) - (f^ dz {y^di){zj Zk f{z)) 

^y^ i~oo ^^^^ Jxi^x ~ J^^'' ^'^^^ ~ ^ iy^9i){zj Zk /(z))| . 

Bei der partiellen Integration mu6 man etwas aufpassen. Die Randwerte im Unendlichen 
verschwinden, weil / gleichmal3ig zur vierten Potenz abfallt. Fiir y € Q fallen die Randw- 
erte bei A = wegen ( C.21|) weg. Der Fall y E 3ft mufi sorgfaltig untersucht werden. Setze 
zur Abkiirzung 

g{X) = (f dz {y -]-z)kZj f{z) d dz {y^di){zj Zk f{z)) 
JXv ^ ^ J Xy 



Mit Hilfe von (102^) folgt 



limAy(A) = 



Man erhalt mit den Regeln von de I'Hopital 



lim q(A) 



lim :^(Ay(A)) 

o<A^o dX ^ ^ " 



lim 

0<A- 



^ dzyk Zj f{z) ~ ^ '^^ dz Zj Zk f{z) 
und mit Hilfe von Satz |C.1.13| , ([021) und (IClBD 

= - lim ( d dz yk Zj f{z) - X >l hj[zjZkf{z)] 
0<A— >0 \ J ^ 

= ]- ddz {y^di){yk Zj f{z)) + (f hj[zjZkf{z)] 
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Der Grenzwert ist also endlich. Ganz analog erhalt man 

,1^^q9W = / {y^di){ykZj f{z)) - j) hj[zjZkf{z)\ 



0>A- 

so dafi sich die Randwerte bei A = ±0 wegheben. 
Wir erhalten also die Gleichung 

" ^ 7_oo R I J\y " ~ J\y ^'^^^^^^^^ ^'^^^^ 

und somit insgesamt 

= - / loo R 1 ^^^^ + ? loo R 9^ 1 ^^'^ 

g (-OO f 1 /■ 1 /■ 

= "7 Ix 1 /(^) + 2 1 

was den Beweis abschliefit. □ 

Fiir y kann man die erhaltenen Formeln fiir die partiellen Ableitungen von {f f){y) 
noch vereinfachen: 

dX 



djifmy) = {fhj){y) + -^£^->f^^dzzjf{z) 

= ( / hj){y) + ^ >fdz Zj r dX e(A) f{Xz) 
J V Jy J —OO 

Sjkif l)(y) = (/ h.,t){y) -J2 J^^i^i j * °/<= 



4 r.Aiw 

y J -co A J Xy 



A dz Zj Zk f{z) 

J \v 



= ( / hjk){y) -\ J dz Zj Zk r dX \X\ af{Xz) 
J y Jy J —OO 

8 r f°° 

— J ^ dz Zj Zk i dX e(A) f{Xz) 

y Jy J —OO 

Die Ableitungen von {f f){y) lassen sich also mit Lichtkegelintegralen geeignetcr, von y 
unabhangiger Funktionen darstellen. Bcachte, dafi die dabei auftretenden Integranden 

/OO 
dX e(A) f{Xz) (C.40) 
-OO 

/OO 
dX \X\ Uf{Xz) (C.41) 
-OO 

homogen vom Grade sind; die Funktion 

/OO 
dX e(A) f{Xz) (C.42) 
-OO 
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ist homogen vom Grade 1. Diese Homogenitatseigenschaften iibertragen sich auch auf die 
Lichtkegelintegrale, was die spateren Rechnungen vereinfachen wird. 

Im Fall y £ ?R. tritt das Problem auf, daB in iiber ein Hyperboloid integriert werden 
muB, das Integrationsgebiet also nicht mehr kompakt ist. Insbesondere divergieren die 
Lichtkegelintegrale iiber die Funktionen ( p.40| ) bis ( |C.42 ). Wegen dieser zusatzlichen 
Schwierigkeit sind die allgemeinen Formeln etwas komplizierter, man kann die Integrate 
nur im Sinne eines Hauptwertes definieren. 

Es giinstig, die Notation zu vereinfachen: 

Def. C.1.20 Definiere fiir f G C2°(M) die Distribution j f durch 

1 



Satz C.1.21 / / ist eine stetige Funktion auf M , fiir z £ C gilt 



lim 

y—>z 



{jf){y) 



vr 



f{az) da 



Beweis: Nach Satz C.1.4, Satz C. 1.7 ist / / eine Funktion. Fiir 7^ z G £ folgt nach 



Satz |C.1.12| und Satz |C.1.7 



lim = ^ / f{az)da 

lim ( f = I fiaz) da + j r z^d,f{ 

3y^z J 2 Jo 4 J-00 

= 7; [ f{(^z) da 
z Jo 



az) da 



denn der zweite Summand in ( p.43| ) fallt durch partielle Integration weg. 
Fiir y G 9 hat man nach ( p.21| ) 



Jim^(//)(A.) = |/(0) 



und fiir y G nach (10221) 



lim 



vr 



/(O) 



(C.43) 



so dafi ^ / auch am Ursprung stetig ist. 



□ 



Mit dem Lichtkegelintegral ^ kann man die Ergebnisse von Satz C.1.18 und Satz C.1.19 
in der Form 



dj{ff){y) = {fh,){y) + ^£^^^£^dzz,f{z) 

hjk){y) - ^ / Jxifx^^ ^'^ ^^^^^ 



djk{ff){y) 



4 r^A^^ 

y J-00 ^ J Xy 



4 dz Zj Zk f{z) 
J \v 



(C.44) 



(C.45) 
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schreiben. 

Fiir die Anwendungen im nachsten Abschnitt miissen wir noch asymptotische Naherungsformeln 
fiir die einzelnen darin auftretenden Terme ableiten. Fiir diese Entwicklung um den 
Lichtkegel werden drei Lemmata benotigt: 



Lemma C.1.22 Es gilt im Distributionssinne 



,1 



dzZk{af)iz) = (Pdz [Zk^dl^f+^dlf-dkf 



Beweis: Man hat (im Distributionssinne) 



dzzk{a-y^ diJ\ f{z) 



y 



d'^zl{z) 6{<z,y>) Zk 



dlmf 



(C.46) 



Integriere nun partiell 

_ 1 
2 



d'^z m{z) 6{<z, y>) 2zi Zk g' 



Ira y^y""^ 



+^ I d'^z l{z) 5'{<z,y>) yi Zk { g 



Im y y 



dmf 
dmf 



+ 1 I d''zl{z)6{<z,y>) \g 



km y^y""^ 



dmf 



(C.47) 
(C.48) 
(C.49) 



Der Summand ( C.48| ) verschwindet, ( C.47| ) lai3t sich schreiben als 

d'^z m{z) 5{<z, y>) z^ z'^dmf 

Die Ableitung von / verlauft in radialer Richtung und kann wie in Lemma C.1.9 partieh 
integriert werden, dabei fallt ( p. 47] ) weg. Man erhalt somit 



dz Zk { O 



ylyfn 



dim f 



km y'^y"'^ 



dmf 



□ 



Lemma C.1.23 Sei f G C^{M) und /(O) = 0. Dann gilt 
Unter der zusdtzlichen Voraussetzung dkf{0) = hat man 
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Beweis: Man beachte zunachst, dafi die Bedingungen /(O) = 0, dkf{0) = notwendig 
sind, damit die Integrale auf der linken Seite von ( lOSOD und ( lOKTl) existieren. 
Nach dOTsI ) und Satz |C.1.13| gilt 



d _[°° dX 



dXe{\) A h,[f] 

-oo Jxy 

= -f dX e(A) >[ dz (djf — [ da a djf{az) — \zj ( da a^ {Uf)[az] 
J-oc Jxy \ Jo 2 Jo 



/~ dX e(A) ( / djf - f'daa >f dz {d^f + \ z, af{z)) 

J —CO \ J Xy Jo J aXy ^ / 

/oo /• /"OO rX r 1 

dXe{X) >l djf - 4 dXe{X) da a dz {djf + - zj nf{z)) 

-oo J \y J —oo Jo J aXy ^ 

-\ dX e(A) / dz Zj nf{z) 

^ J —oo J Xy 



Beim Beweis von (C.51) tritt die Schwierigkeit auf, daB von einzelnen, in Zwischenrech- 
nungen auftretenden Integralen der Hauptwert sowie das uneigentliche Integral nicht ex- 
istieren. Fasse daher im Folgenden das Symbol f-^^ auf als _£]u[££-i] festem 
£ > 0. Dadurch sind alle Ausdriicke wohldefiniert, in der Endformel kann dann der 
Grenziibergang e ^ durchgefiihrt werden. 



^4 dX 

oy^ J-oo 



6(A) 

A2 



JXy 



too A2 dy^ Ja/ 2 J-oo\X\dy:> 



y'dif 



Wende nun Satz C.1.13 und Lemma C.1.10 



an 



roo [ ( \ 

I TTT 4 dz idjf{z)— / daadjf{az) Zj / da a"^ {Of)[az] 

J-oo A Jxy \ Jo 2 Jo 



|A| fxy 

1 /■°° dX 

'2 J-oo Wl 



A2/ 



dz djf - z. 



ylym 



dlmf 



dif 



Lemma CI. 22 liefert 



/■°^ dX 



J-oo \X\ 

1 dX 

2 J-oo \X\ JXy 



ixy ~ £oo R " iaXy {^'^^^^ ^ ^ ^^^^^ ^^'^^^ 

d dz Zj {af){z) . (C.53) 

J Xy 



Beachte, dafi an dieser Stelle im zweiten Summanden von (lOS^ ) die Variablent rans- 
formation A' = aX mit anschliefiende Ausintegration von a nicht durchgefiihrt werden 
darf. Dabei wiirde sich namlich der oben eingefiihrte Parameter e im Hauptwertintegral 
verandern. Wir miissen daher anders vorgehen: 



dX 



oo |A| Jxy 



dX 

J-oo\X\ 



' da a dz (^d,f{z) + i z, (□/)(z)) (C.54) 



f'^ dX 

^ J-ooJX\ 



da a 



aXy 



dz [d,f{z) + i Zj (□/)(z)) 



(C.55) 
(C.56) 
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In (|C.56| ) kann man unter Verwendung von ( |C.15D die Integration iiber a ausfiihren, ( p.55| ) 
und ( |C.56| ) heben sich dabei weg. 

In den beiden Summanden von ( 0.54] ) ist der Hauptwert wegen ( C.21| ), ( |C.22D und der 
Voraussetzung /(O) = dkf{0) = jeweils sinnvoll definiert^. Daher konnen wir jetzt im 
zweiten Summanden die Variablentransformation durchfiihren und die Integration iiber a 
ausfiihren: 



f°° dX r 

J — OO |A| J\y 



□ 



Lemma C.1.24 Sei 7^ y G £, / € C2°(M). Bei ( \C. Slj ) sei die zusdtzliche Vorausset- 
zung /(O) = 9fc/(0) = 0, bei ( C.5dO die Bedingung /(O) = erfiiUt. Dann gilt 



lim f dX 

y^y J-oD X^ jxy 41 j-00 



lim f^J f = f r 1^ f{Xy) (C.58) 
y^y J-00 \X\ Jxy 2 J-00 \X\ 

und 



lim_ ( /" dA e(A) / f + ^\n{\y^\) dA e(A) /(Ay) j < 00 . (C.59) 

y-'y I J\y 2 7_oo J 

Beweis: Die Bedingungen /(O) = 0, dkf{0) = sind wiederum notwendig, damit die 
Integrale existieren. 

Aufgrund der in A, y gleichmafiigen Abschatzung 



und 



f /<const(/) 
JXv 



lim_ f f = ^ f' f{a>^y) da VA / 
y^y Jxy 2 Jo 



y^y Jxy 

folgt nach Lebesgues dominiertem Konvergenzsatz 

lim/' dx'-^4 f = ^ f dA 4^ f'da fiaXy) 

y^y Jm.\[-e,e] X^ Jxy 2 JlR\[-e,e] A^ Jq 

Im Grenzfall e — > erhalt man 

e(A) /■ „ ^ /""^ jx e(A) 



^Die Lichtkegelintegrale rf^ verhalten sich fiir kleine A jeweils ~ const e(A) + 0{\). 

J Ay 
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Gleichung ( p.5j ) folgt ganz analog. Um ( C.59 ) abzuleiten, formt man folgendermaBen 



um: 



J —oo J \y J —oo J- ^ J Xy J —oo i ^ J \y 



£(A) 



J J-oo i — A JXy 



Nach dominierter Konvergenz besitzt der zweite Summand fiir y ^ y einen endlichen 
Grenzwert. Das logarithmische Divergenzverhalten auf dem Lichtkegel erhalt man nun 
aus Satz C.l.K: . □ 

Jetzt konnen wir die Entwicklung um den Lichtkegel durchfiihren: 
Satz C.1.25 Fiir f £ Cf[M), /(O) = gilt 



J —oo 1^1 JXy 



r fix \ 

2 loo \X\ ^^''^ 

+ -y'ln{\y'\) £^dX\X\{af)iXy) 



+0{y'') 

Unter der zusdtzlichen Bedingung 9fc/(0) = hat man 



(C.60) 



J —oo A JXy 



JXy 



-^y' i dXe{X){af){Xy) 



J — ( 



rc 



"128 y ^""^'^ Loo '^^ '^^^ (° f)(^y) 

+0{y^) 



(C.61) 



Beweis: Man mufi zeigen, dafiQ 



a) die Randwerte auf C der Ableitungen nullter und erster Ordnung der linken und rechten 

Seite von ( C.60| ) iibereinstimmen. 

b) die Randwerte auf C der Ableitungen nullter bis zweiter Ordnung der linken und 

rechten Seite von ( |C.61| ) iibereinstimmen. 



Die partiellen Ableitungen kann man mit Lemma C.1.23, die Randwerte auf dem Lichtkegel 
mit Lemma C.1.24 direkt berechnen. □ 



C.2 Storungsrechnung fur das elektromagnetische Feld 



Betrachte nun die Storung ( A. 71 ) durch ein elektromagnetisches Feld. In erster Ordnung 
Storungstheorie hat man 



Vergleiche auch Lemma A. 2. 2 
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mit 

^Po{x,y) = -e{po4so + So 4^0) (2;, y) • (C.62) 

Wir werden im folgenden der Einfachheit halber annehmen, daB A gleichmafiig zur vierten 
Potenz abfallt. 

Zunachst wollen wir eine Formel fiir {soj^pq){x, y) ableiten. Zur besseren Ubersichtlichkeit 
werden wir den Fall x = betrachten, den allgemeinen Fall erhalt man daraus durch eine 
Parallelverschiebung. 



Lemma C.2.1 Es gilt: 

(so 4po)(0,y) 



1 I dX 



S7r4y2 |A| jy^y 

1 1 f°° d\ 



dz 4 Zk j (z) 



1 _ 



167r4y2 |A| 



dz ^'^^ Fij{z)4 



1 

'8^ 



(C.63) 
(C.64) 
(C.65) 
(C.66) 



Beweis: Unter Verwendung von (A.3) und ( p.!] ) kann man SQjfipQ mit dem Lichtkegelin- 
tegral f ausdriicken 



(so 4Po)ix,y) 



XSUPo){x,y)B 



16 
1 



IGvr 
1 



,, d d 



levr 
1 



4 7' 7^' 7^" 



levr 
1 



Qj,i Qyk 

/ d rv 

a rv 
dy^ 



A, 
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oy^oy'^ 
f). A. J—^'^ 



(C.67) 



52 



dy^dy'^ 



A^ 



Setze nun x = und wende Satz C.1.16| sowie ( C.44|) , (|C.45|) an: 



{po4so){0,y) 



+ 



I py 

II /-"^ dA 



£j f (y/i^.,[^i]- yyy/i,,[5,^,.: 



J-oo |A| 



11 /-"^ dA 



4 ^ d dz 4 Zk aA^iz) 

■in-* y^ J-oo |A| Ja?/ 



r4 „2 



^Vr4y4 too A2 J A, 



J\y 

Flihrt man nun die Ersetzung DA^ = —jk + dkiA'' durch und setzt die Umformung 

dz 4 z''djkA^{z) 



r° d\ 

J — 00 |A| JXy 



/oo ij\ r 
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ein, ergibt sich die Behauptung. 



□ 



Beachte, dafi man ( C.66D durch Einsetzen von ( A.96| ) mit Hilfe des Feldstarketensors und 
dessen partiellen Ableitungen eichinvariant schreiben kann. 

Wir wollen nun iiberpriifen, daB die in Lemma C.2.1 abgeleitete Gleichung das richtige 
Verhalten unter Eichtransformationen zeigt. Fiir ein elektromagnetisches Potential der 
Form 

e4 = , A E C^{M) 

fallen die Summanden (C.64) bis ( C.66D weg. Man erhalt 



(so 4Po)iO,y) 



evr** y"^ J-oo 



evr^ y 



4 dz^z^dkHz) 

JXv 

f dz ^ A{z) 

Jxv 

1 If 
-r lim — 4 dz d Mz) 



dX A jxy 



und unter Verwendung der Regeln von de I'Hopita^ 

= -^^jljrn = -A(0)po(0,y) 
Dies ist das richtige Resultat, wie man an der Rechnung 



1 



— So [i^, A] po 



111 
— {i^ So) A Po - — sqA {i^ Po) = —Apo 
le le le 



sieht. 



Der Summand ( p.63| ) ist also fiir das richtige Transformationsverhalten bei Eichtrans- 
formationen verantwortlich. Man beachte jedoch folgende Schwierigkeit: Im Gegensatz zu 
den Eichtermen, die in den Anhangen ^ und ^ auftreten, fiihrt ( p.63| ) bei allgemeinen 
Storungen nicht nur zu einer Phasenverschiebung von po{0,y). In einem eichinvarianten 
Funktional, das po enthalt, fallt daher der Beitrag von ( |C.63D im allgemeinen nicht weg, 
wir miissen ihn noch berechnen. 

Dazu fiihren wir eine Entwicklung um den Lichtkegel durch: 

Satz C.2.2 Es gilt: 



(so4Po)(0,y) 

1 

+ 



dX e(A) AkiXy) y" 

-oo 

^ dA e(A) (A^ - A) jfc / 



1 1 r 



IGvr^ y2 J- 



-f dX e(A) (2A - 1) F^k / 



Beachte wegen der Vorzeichen, dafi 



Po(0,y) = (i^Po)(0,2/) = -i^^Po(0,y) = 
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1 /'°° 

4 dX e(A) e'^'' Fi, fm 



+ 128^ l^dy'l) dX 6(A) (A^ - 2A3 + A^) Dj, / j/ 
^ ln(|y2|) £^ e(A) (4A3 - 6X^ + 2A) DF^-fc 7^' / 

/oo 
^dA6(A) (A^-A) e^^'^' DF,, 



1287r3 



-^ln(|y2|) j ^dXe{X){X'-X)^'jk 



Beweis: Die asymptotischen Entwicklungen von Satz C.1.25 liefern: 
11 e(A) 



4 dX f dz ^ Ak{z) 



VT' J-oo A^ JAy 



4 „4 



1 1 



dX e(A) (-A^ 2/ /jfe + 2AF,fc 7^/) 
ln(|y2|) J rfA 6(A) (2A2 - ^X'y" 



IGtt'^ y2 



1287r3 ^'^ 

+2A3 □F.-fc 7^2/'= - A^ 2/ y'^ Dj-fc 

+0(y°) 



1 I J°° dX 

"8^7 7-ooR JAj, 



4 — d dz ^ Zkf{z) 
JXv 



16ir^ y^ 



/oo 
dA|A| jfc / 
-00 



ln(|y2|) i dA e(A) (2A 7'jfe + 2A2 + A^ ^ / Uj^ 



+0(y° 

1 1 f"" dA 



167r4y2 |A| Jaj, 

H\y'\) i dX 6(A) (a2 y7^- ai^, + 4A 7'^^) + o(y°) 



1287r3 " y„ 
H\y^\) 4 dX 6(A) (2A UF,k 1' / 



1287r3 ^'^ 



Die Integranden sind dabei jeweils an der Stelle Xy auszuwerten. 
Storend sind die Terme der Form y'' ^j^. Beachte dazu, dafi 
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also 

Setzt man diese Beziehung in die asymptotischen Formeln ein, ersetzt die radiale Ableitung 
y^dkji durch die Ableitung nach A und integriert partiell, so folgt die Behauptung. □ 

Nun konnen wir nach ( |C.62[ ) auch direkt die Formel fiir pQ angeben: 
Theorem C.2.3 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

Apo{x,y) = -ie( r Aj) e Po{x,y) (C.68) 



\J X 

'87r3 
e 



Ija^ - a) ^ (C.69) 



^£e*^''i^.,6P7/) ^ (C.71) 



647r3 



f\a^ - 2a^ + a^) ^ aj'^ H\e\) (C.72) 

+ ^ £(4a3 _ + 2a) [UF^^) \n{\e\) (C.73) 

+ 6i^ r(»'-»)^''''i°Fij)^kPli H\e\) (C.74) 
e 



87r3 

-o(e°) 



'(a2-a)^A.^, Inde^l) (C.75) 



Beweis: Folgt direkt aus Satz |C.2.2| durch Translation und Vertauschung von x und y. □ 

Auffallend ist die Ahnlichkeit zu Theorem A. 3.1 und Satz A. 3. 2. Ein Beitrag ~ /(.^) in /cq 
entspricht in pQ einem Pol ~ An Stelle der in der Nahe des Lichtkegels beschrankten 
Terme in /cq treten nun logarithmisch divergente Beitrage auf. 



Beachte, dafi wir bei der Entwicklung von ApQ in Theorem C.2.3 die Terme der Ordnung 
nicht berechnet haben. Es zeigt sich, dafi sie nicht mit einem Linienintegral ausgedriickt 
werden konnen, sondern dafi dabei auch die Storung aufierhalb der Verbindungsgeraden 
durch X und y beitragt. Daher sind diese Terme schwieriger zu behandeln. Eine Entwick- 
lung um den Lichtkegel ist nicht ausreichend, wir miissen geeignete Umformungen fiir die 
Lichtkegelintegrale finden. Unser Ziel ist ein einfacher Ausdruck fiir ^{so4?'o(0, y), 2/}- 
Zunachst wird ein Lemma benotigt: 



Lemma C.2.4 Es gilt 



y'-^ = j^^dzz^Uz) (C.76) 

y'^f^i" = fdzz^Uz) . (C.77) 
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Beweis: Nach Lemma C.1.10| hat man 



Ay 
1 



dz ( -4 y'di {z^ F,k{z)) - 4 Fjkiz) 
dz [z^y'' + y^z^)Fjk{z) = 



(C.78) 



Weiterhin gilt 

yj 



dy^ J\y ^ 



2 



I dz y^z'' Fjk{z) - >f dz yh^ z^diFjk{z) 
Ay J\y Ay Jxy 



Ay2 Jxy 



--^ / dzy^l + z'di)iz'' Fjkiz)) 
Ay jAj/ 



(C.79) 



wobei in der ersten und letzten Zeile jeweils Satz C.1.5 mit hj gemai3 (C.12) angewendet 
wurde. Durch Kombination von (lOTSl) und (|C.7g| ) erhait man nach Satz |C. 1.131 



^ 9y^ fxy^^ 



1 a 



dz z^ F\{z) 



XdyJ Jxy 

j dz {dj{z^ F\{z)) - (^z^ z^ a Fjk{az) da 



Ay 



dz z'' jk{z) 



Gleichung ( p.77| ) folgt hieraus mit Hilfe von Lemma C.1.17: 



d fv 



F, 



y 



dy'' J-oo I - X Jxy ^ 
dz z^ jk{z) 



J-oo I — A JXy 

y 



dz z jk{z) 



□ 



Satz C.2.5 Es gilt 

1 "IT roc fl\ c 

-{(so4Po)(0,y),j/} = —^^ £^j^^ f^^dz z'^ A,{z) (C.80) 

1 fy 

+^ / dz z^ da q2 jk{az) (C.81) 
-j^l^lfdzz'^dkFij + y'd^fF.k^a'^ . (C.82) 
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Beweis: Wir gehen zuriick zu Gleichung ( C.67| ). 



^{(so#o)(0,y),2/} 



^ (5'^' /• - 9'" + g'" y') (dk f d.,A, - d^k f A, 



dik A, 



167r4 
i 



levr^ 



y^dj f dkA'^ + dk f - 2 y^d.t f A^^ (C.83) 
' ^\ y^dk f Fi, - / f Fk,] a^' . (C.84) 



167r4 V2 

( p.84| ) stimmt mit ( p.82| ) iiberein, wir miissen also noch die einzelnen Terme in ( p.83| ) 
umformen. Dabei nutzen wir aus, daB die partielle Ableitung in Richtung von y leicht 
ausgefiihrt werden kann: 

yW.fdkA' = fdzz^d,uA\z) 

y^d.u /' = 5^ {y'^i f - 9k f A^ = dk f dz {z^d, - 1) A\z) 

Wende nun (p. 441) an: 

= ^ j dzzkiz^dj-l)A\z) + j dzhk[{z^dj-l)A\z)] (C.85) 

Der erste Summand lafit sich noch vereinfachen 



|A| Jxy y_00 |A| JXy 

= -2 /°° rir "'^ M^) ■ (c.87) 

J — 00 |A| J\y 

Beachte, daB bei der partiellen Integration von ( p.86| ) die Randwerte bei A = ±0 nach 
( |a2ll ), ( 102^ ) und (|Cl5| ) wegfallen. 

Wir berechnen nun die Funktion in ( p.85| ): 

hk[{z'dj-l)A\z)] 

z^djkA^ - / daa^ z^djkAk{az) Zk da (a z^dj + 1) UA^{az) 

Jo 2 Jo 



z^djkA''{z) - dkA^'iz) - \zk nA^{z) + 2 da a dkA^{az) 

2 Jo 

+Zk I da o? Uj^{az) 
Jo 
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Ersetze oAk = —jk + dkiA'' und integriere partiell: 



1 I I 

-Zk I da j^{az) + -Zk j^{z) + -z^djkA^{z) 



(C.88) 



'jk 



A' 



dz z^ Au(z) 



Nun setzen wir ( C.87| ) und ( |C.88 ) in ( p.85| ) ein und erhalten 

4 dX 

J-OO |A| J\y 

1 fy 

2 

1 fy 



+- 



dz Zk (^j^'iz) - 2 J daa^ j''{az)^ 



+- y dz z^djkA'^iz) 



Den zweiten Summanden in ( |C.83 ) kann man schlieBlich mit Hilfe von Lemma C.2.4 
berechnen. □ 



C.3 Storungsrechnung fur das Gravitationsfeld 



Wie in Abschnitt A. 4 arbeiten wir mit der linearisierten Gravitationstheorie in sym- 
metrischer Eichung und der Koordinatenbedingung ( |A.108| ). Der Diracoperator ist durch 
( [A.109| ) gegeben, fiir Apo erhalt man ganz analog wie in Abschnitt A. 4 



h{x) + - h{y) po{x,y) 



i d 
e dy^ 



ApQYi^h)]{x,y) 



(C.89) 



^Po{x,y) 



Mit dieser Gleichung konnen wir die Rechnung zum Teil auf diejenige fiir das elektromag- 
netische Feld, Theorem p.2.3 , zuriickfiihren. 

Theorem C.3.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt in symmetrischer Eichung 

^ - 1) 7' e e {h,kn -hk 
+^ ^ {[ ^''"^ (hjkn -h.k,j ) e PI, 

+1 - a) Rjk^ Po{x, y) 



tjk 



327r3 

i 1 



327r3 ^2 
1 1 



{4a' - 6a' + 2a) ^ V Rj[k,i] 



167r3 ^2 



[a — a 



ijlm TJ pk c 
t J^kiij s S/ 



I Plr, 



87r3 ^■ 
+0{H\e\)) 



I (^J\a' - a) e 1' G,k 



(C.90) 
(C.91) 
(C.92) 
(C.93) 
(C.94) 
(C.95) 
(C.96) 
(C.97) 
(C.98) 
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Beweis: Bei der Storungsrechnung fiir das elektromagnetische Feld in Abschnitt C.2 und 



A. 3 batten wir geseben, daB die asymptotiscben Entwicklungsformeln von A/cq und Apo 
bis zur Ordnung bzw. ln(|^^|) durcb die Ersetzungen 



-in (ZV(^)_/A(^)) 



Po 

1 
1 

H\e 



(C.99) 



ineinander iibergeben. Diese Ersetzungen werden durcb das Berecbnen partieller Ableitun- 
gen nach y nicht zerstort (es spielt also keine Robe, ob man zuerst die Ersetzungen 
durcbfiibrt und dann nacb y ableitet oder umgekebrt). Durcb Vergleicb von ( [A.lll| ) und 
( |a89| ) siebt man daber, daB sicb die Ersetzungen aucb fiir das Gravitationsfeld iibertragen. 
Damit folgt die Bebauptung direkt aus Tbeorem A.4.1. □ 



C.4 Skalare Storung 

Wir betracbten wieder die skalare Storung ( |A.123| ). Fiir Apo hat man in erster Ordnung 
in H 

Apo = -{soEpo+po^so) . (C.lOO) 

Theorem C.4.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

^Po{x,y) = + (C.lOl) 

H\e\) l\o? - a) {dp~) Cfc a^^ (C.103) 



32 



^ H\e\)rnE (C.104) 



327r3 



Beweis: Es gilt 



Sir* w' 7-0O |A| Jx, 

+^ y^d^ {{n-~){z)+i da c? {dp-E^az) Zk a^^ 
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Nach Satz p.l.l6| und Satz p.l.25| hat man die asymptotischen Entwicklungen 

coo 



-7rH(0) 



ITT 



dXe{\) {d,E){Xy) a^" 



o J-oo 



oo 
roo 



j" dz (^{aE){z) + i J\a {djaE){az) Zk 



- H\y'\) 7 e(A) ((□H)(Ay) + iX {d,nE){Xy) yu + 



und somit 



7- 

(so Hpo)(0,y) 



1 1 



1 /""^ 

-/ dX e(A) (a,H)(Ay) ^r^^ 



IGvr^ y"^ J- 

H\y'\) j ^ dX 6(A) (A^ - A) {dpE){Xy) y, a^' 



1 



-oo 
roo 



(C.105) 



Durch Translation um x und Vertauschung von x, y erhalt man hieraus Formeln fiir 
(so EpQ){x,y) und {po S so){x,y). Setze nun in ( |C.100 ) ein. □ 



C.5 Bilineare Storung 

Wir betrachten wieder die bilineare Storung ( [A.129| ). In erster Ordnung in B hat man 

Apo = -{soBjka^^po+poBjka^^ so) . (C.106) 

Theorem C.5.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

Apoix, y) = ^ r B,, e (C.107) 

^ ^ Bjkcy^^ (C.109) 



2^3 ^2 



4^3 ^2 

-^^h ""'^''^'P (C-113) 



+o(in(ie'i) 
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Beweis: Unter Verwendung von ( A. 138 ) erhalt man 



(so Bjk a^'' po){x,y) 



1 



Stt^ dx^ dy^ 
1 d d 

+ 



levr^ ' 



d d fy 



jk 



I d d [v 1 d d 



167r^ dx°- dya 



IGtt^ dx'' dy^ Jx 



fiB'^.a^' + B^^an + 



ijab d d fy 

Berechne nun mit Hilfe von ( p. 44 ) und ( p. 45 ) die auftretenden Terme nacheinander. 
Unter Verwendung von Satz IC.l.iq und Satz |C.1.25| fiihren wir eine Entwicklung um den 
Lichtkegel durch, dabei lassen wir alle Beitrage der Ordnung ln(|^^|) weg. Um die Notation 
zu vereinfachen, setzen wir x = 0. 

\x — 



d d 



dx^ dy' Jx 



B 



,jk 



d^B^^ - ^ \ , 4 B^^ 
oy^ oy'^ 



dyi J 



2 f°° d\ 



y 



1 . Tjjk _ 

y^ 7-oo|A| Ta/ ' 
-- 4 dXe{X)y,B%{Xy) + 0{H\y'\)) 

y J -00 



_d d_ 

dx'^dya Jx 



B 



'jk \x=Q 



d fy 



d^'B 



•jk - '^y 



B 



jk 



d i-y 



d^'B 



•jk 



dz z''daBjk+ f haWBjk] 

I J 



2 d\ 

y2 |A| Jxy 

- 4 dX e(A) y'^daB.kiXy) + OiH\y' 

y J -00 



2tt 

.-B,m+0{H\y^\)) 



d d 



Qy.a Qyb 



£{B^ja^'' + B^ja^^) 



x=0 



a- 



4 dz B'^^ za Zb a^"" 
J Xv 



dy 

y* J-OO JXy 

y J — OD |A| J Xy J 

y^ J^oo \X\ Jxy ■' 

+ f h[daB-,a^' + daB'^jan 

4.71- rco 

— 4 dXe{X)Baj{Xy)y''y,<ji^ 

y J -00 

2'Tr roo 
+_ j dX e(A) B,k{Xy) a^'' 



00 
00 



y 

TT 

y"^ J -00 
TT 



/oo 
dXeiX) (A^-A) {aBaj)iXy) y'' y^ a^' 
-00 



- 4 dX 6(A) (2A - 1) {y'^ Baj,b{\y) + yb S„/(Ay)) a^' + 0(ln(|y2|)) 

y J-c 



-.ijab 



-00 

d d ry 



dx"- dyb Jx 



B. 



ij |x=0 



^ijab 



d [y 

dy^ 



daB, 



Qya Qyb 



B, 



109 



J, jab 



daBij 



vr f 
1 



y 



y 



2 roo fj\ !• ry 



^ 4 d\ e(A) e'^'^' B,,^,{Xy) m + 0{H\y'\)) 
J — ( 



Wir setzen in (C.114) ein: 

{soBjka^''Po){0,y) 



1 1 



dX e{X) Bi.iXy) y' y^ a^'' 



i 


1 


87r3 


y2 


1 


1 


87r3 


y2 


1 


1 


47r3 


y2 


1 


1 


87r3 


y2 


1 


1 



4 dXe{X)y,B%{Xy) 



4 dX e(A) B^kiXy) a^^ 

poo 



i dX e(A) (2A - 1) i?,fe,i(Ay) + B^^^^^y)) a 



.jk 



8^3 y2 dX 6(A) (A^ - A) {aBi,)iXy) y' y^ a- 
1 1 

Durch Translation um x und Vertauschung von x, y erhalt man eine entsprechende Formel 
fiir {pq Bij fj*-' so){x,y). Setze nun in ( C.106| ) ein. □ 



C.6 DifFerentialstorung durch Vekt or potential 

Wir betrachten wieder die Storung des Diracoperators ( |A.139D . Fiir ApQ hat man in erster 
Ordnung in L 

d i ■ 

^Po{x,y) = -i-^ Apo[V]{x,y) + -Apo[L^ .]{x,y) 



Theorem C.6.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

^Po{x,y) = +^^{L^{y) + L^{x))^, (C.115) 
^ ^ ^'imjr&cT^' (C.116) 



47r3 ^^j^ 

+ r(2a - 1) L"^^^ iu ^T^' (C.118) 

Lk,j 'j'"' (C.119) 



167r3 ^2 
I I ry 



87r3 ^2 
1 

167r3'^2 



+ T7^i - «) 6 ^^'^ (C.120) 
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+ 



1 



167r3 ^2 
+0{H\e\)) 



(C.121) 



Beweis: Man kann genau wie im Beweis von Theorem C.3.1 argumentieren. Durch Ver- 
gleich von Theorem A.5.1 und Theorem C.4.1 folgt die Behauptung aus Theorem |A.7.1| 
durch die formalen Ersetzungen (C.99). □ 



C.7 Bilineare Different ialstorung durch Vektorpotential 



Wir betrachten wieder die Storung des Diracoperators ( [A. 1481) . Fiir ApQ hat man in erster 
Ordnung in L 



-iApi 



zL^9, + - 



{x,y) - ipo{x,y) IJ,{y) 



Theorem C.7.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

1 



Ako{x,y) = {Lj{y) + Lj{x)) it o- 



.jk 



1 1 



167r3 ^2 

1 fy 



{L\{y) + L\{x)) 



167r3 ^2 



- / efc^^' + o{H\e\)) 



(C.122) 
(C.123) 
(C.124) 
(C.125) 



Beweis: Man kann genau wie im Beweis von Theorem C.3.1 argumentieren. Durch Ver 



gleich von Theorem A.5.1 und Theorem C.4.1 folgt die Behauptung aus Theorem A. 8.1 



durch die formalen Ersetzungen ( C.99 ). 



□ 
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Appendix D 



Storungsrechnung fur pm im 
Ortsraum 



Wie in Anhang |^ werden wir m > annehmen, aufierdem werden wir die Rechnung nur 
bis zur Ordnung m? durchfiihren. Man hat 



(D.l) 



mit 



Pm"^ (x) 



-ikx 



(27r)4 
m? Yi{mT) 
Stt^ mr 
m? Ki(mT) 

. 4:TT^ niT 



wobei r = \/\x^\ gesetzt wurde; Yi, Ki sind Besselfunktionen zweiter Art. 
Die Entwicklung von ( p.l| ) und (B.6) nach m liefert 



Pm{x) 



lip + m — —m 



lip + m — —m 



PQ{x)+0{m^) 
SQ{x) + 0{m^) 



D.l Storungsrechnung fur das elektromagnetische Feld 



Betrachte nun speziell die Storung ( |A.71 ) durch ein elektromagnetisches Feld. In erster 
Ordnung Storungstheorie hat man 



Pr, 



Pm + Ap„ 



mit 



C {Pm ^ Sm + Sjn -4- Pn 



(D.2) 



Zunachst wollen wir eine Gleichung fiir (s^ ^ Pm){x,y) ableiten; der Einfachheit halber 
setzen wir x = 0. 
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Lemma D.1.1 Es gilt 



167r4 



dz z / da a jk{az) 



(sm 4Pm)iO,y) = (so4Po)(0,y) 



—m 
+m 
+m 

2 

+m 



F.J a'' 



327r4 

dz e'^''^ Fij{z) Vk p-/i 



647r4 

+m^^fdzF,,Y {2z-yy 
+'m^ 32^ / X ^" 'i^ 

Beweis: Betrachte die Beitrage verschiedener Ordnung in m nacheinander: 
1. Terme ~ mP: 



Fiihrt auf die Storungsrechnung fiir m = 0, vergleiche Lemma C.2.1 



2. Terme ~ m: 

Man hat den Beitrag 



m So4Po + So4Po im (x, y) 



im 
16^ 

im 
16^ 

im 
16^ 



Ui 4) + if 4W. 



V d ry ■ 



y d fy ■ 



Setze nun x = und wende ( p.44 ) an: 

m ((i^) 504^^0 + So4Po m) (0, y) 

im I f°° dX J ^ -^^ ^ 

im fy 



levr^ 

Fiihre nun noch die Ersetzungen 



^4 = djA^--Fi,a'^ 



-2hj[A^]+^4 



(D.3) 
(D.4) 



(D.5) 



hj[Amz) = djA^z) - I daa djA^{az) - ^ zj j da a' {nA>){az) 



1 /"^ 1 

- / daa^ jk{az) z^ + -djA^ (z) 



(D.6) 



durch. 
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3. Terme ~ m?: 

Man hat den Beitrag 



4+1^, fdz 4{z) {z-y),j^ 
+ i sf' dz {x - z)j^^ 4{z) 



(D.7) 



Beachte fiir / S zunachst die Beziehungen 

yl - f{z) 

d^z {x - zy^, l{z) fiz) = '^f f 



(D.8) 



(D.9) 



Mit (p.SP kann man den zweiten Summanden in (D.7) umformen 



dz 4{z) {z - y)jy 



dz m){z) {z - - / dz 4{z) {z - 

' dz m){z) {z - 2/),7^' - 2^ dz A\z) {z - y),^^ - 2 f 4 , (D.IO) 



dy^ 



aus ( |D.9| ) erhalt man ganz analog 



(x — 2:)j7-' 4{z) 



' (x - z),y (^4)(^) - 2^ £ dz {x - z),y A'=(z) - 2 £ 4 (D-U) 



Setzt man dies in ( p.7| ) ein und setzt a; = 0, so erhalt man fiir den Beitrag der 
Ordnung m? den Ausdruck 



167r4 V2 



dz [mm (z-y),y-z,y 



dy^ 



f dz A\z)^-f 4 



Wende nun (|C.44[) an und setze die Gleichungen (|D.6|) sowie 

m {z-y)ji^ -z,y^ m) 

= -dkA^ i + Fi^ 7* (2z - y),- + ^ e^^'^' F,, p7; 

ein. 



Nun fiihren wir wieder eine Entwicklung um den Lichtkegel durch: 



□ 
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Satz D.1.2 Es gilt 



{sm 4Pm){0,y) = {so4Po){0,y) 
i 1 

j d\ e{\) A,{\y) y 

J —CO 



-m 



87r3y2 

+m ^ ln(|y2|) j jx e(A) F,,{\y) a'- 



-CO 

+m ^ ln(|y2|) d dX e(A) (A^ - A) jkiXy) 

J —oo 



327r3 



1 ^/ /-oo 

-m^rr^^i d\ e{\) Aj{\y) y^ 



IQ'K^ y^ J- 

W ^ ln(|y2)| £^ d\ e(A) (2A - 1) F,fc(Ay) 7^' y'^ 



^ ln(|y2|) j^JX e{\) e'='' F,,{\y) Vk Pli 
-m2 ^ ln(|y2|) £^ rfA e(A) (A^ - A) jfc(Ay) / j/ 



-m 



Beweis: Folgt unmittelbar aus Lemma p.l.l| und Satz C.1.25. 



□ 



Theorem D.1.3 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

Apm{x,y) = Apo{x,y) 

-ie (^j ^-^ {pm-Po){x,y) 



327r3 

ie 

'l67r3 
e 

'32^ 

ie 
'647r3 



m ln(|^^ 



(a^ - a) Jfc 



m2 IndC^i) / (2a_i)yi7^^.^^ 



m2 ln{\e\) r e'^^'n.iuPli 

J X 

+^m2 \n{\e\) j\a^-a)j,e{ 
+0(m3) + 0(e°) 



(D.12) 
(D.13) 
(D.14) 
(D.15) 
(D.16) 
(D.17) 



Beweis: Folgt direkt aus Satz D.1.2. 



□ 



D.2 Storungsrechnung fur das Gravitationsfeld 



Wie in Abschnitt A. 4 arbeiten wir mit der linearisierten Gravitationstheorie in sym- 
metrischer Eichung und der Koordinatenbedingung ( A. 108 ). Die Storung des Diracop- 
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erators ( A.109 ) fiihrt analog wie in Abschnitt auf 



i d 



7 Hx) + 7 Ky) ) Pm{x,y) - Apm[y^h'^]{x,y) 



(D.18) 



Damit konnen wir die Rechnung zum Teil auf Lemma p.l.l| und Theorem D.1.3 zuriick- 
fiihren. 



Theorem D.2.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 
Apm{x,y) = Apo{x,y) 

d 



I 

-— m 
2 

1 



) ^ {Pra{x,y) -po{x,y)) 

hM,j) e^''p^'Hx,y) 



+ lm I {a' -a) Rjke ^'p'^'Hx,y) 



167r3 



m Inde'l) / (a 



a + -) R 
4 



647r3 

i 



^^^^ m H\e\) Jja'' - a) R^ij ^ ^ 



IGvr^ ^ 



[a 



D.19) 
D.20) 

D.21) 

D.22) 

D.23) 

D.24) 

D.25) 

D.26) 

D.27) 

D.28) 



+C'(e°) + 0{\xi{\i^\)) + 



Beweis: Fiir diejenigen Summanden, die auf dem Lichtkegel wie oder divergieren, 
konnen wir genau wie im Beweis von Theorem |C.3.1 argumentieren: Die asymptotischen 
Entwicklungsformeln fiir Apm[^] und Afcm[^]) Theorem D.1.3 und Theorem |B.2.1 , gehen 
durch die formalen Ersetzungen ( |C.99 ) ineinander iiber. Durch Vergleich von ( D.18| ) und 
( |B.63| ) iibertragt sich daher auch das Ergebnis von Theorem B.3.1 durch diese Ersetzungen 
auf die Storungsrechnung fiir Apm- 

Beachte, dai3 man bei den Termen der Ordnung ln(|,^'^|) anders vorgehen mufi. Fiir ihre 
Berechnung ist nach (D.18) namhch auch der Beitrag von Ap^i^] der Ordnung ^2 ln(|^2|^ 
wichtig, den wir in Theorem D.1.3| jedoch nicht beriicksichtigt haben. 

Da wir die in ^2 logarithmisch divergenten Terme nur in erster Ordnung in m bestim- 
men woUen, miissen wir nur noch Ap^^^ untersuchen. Nach ( p. 5 ), ( C.44 ) und ( p. 45 ) hat 
man 



d 



1 d 
167r^ dy'' 



J—oo ^ J \y 



y J-oo 



^^^"^ ^ dz z'^ hik 



1 1 f°° dX 



87r4y2 \x\ J^y 



d dz z^ z^ Ohjk 

J Xv 



(D.29) 
(D.30) 
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1 I r°° d\ 



StT'^ ?/2 J^OO |A| J\y 



J \v 



1 



167r4 
1 ry 



87r4 



(D.31) 
(D.32) 
(D.33) 



Nun fiihren wir mit Hilfe von Satz C.1.16 und Satz p.l.25 | ein e Entwicklung um den 
Lichtkegel durch. Fiir die einzelnen Summanden ( D.29 ) bis ( |d.33| ) erhalt man: 



1 1 

] 

y 



dX e(A) hjkiXy) y^ 

o 

1 1 f°° 



1 

ln(|y2|) j^^dXe{X)X^ R{Xy) 



1 



/•c_ 

ln(|y2|) £^dA 6(A) A^ {nR^,){Xy) / + 0{y') 
1 1 

/ dX \X\ RjkiXy) y^ / 

J —oo 



dm) 



1 



327r3 
1 



(EH 



647r3 
1 1 
IGvT'^ y"^ 



ln(|y2|) J dA |A| R{Xy) 

J —oo 
roo 

H\y'\) 4 dX e(A) A3 (□i2,fc)(Ay) y^' / + ©(y^) 

J— c 



/i(0) + 



i 1 /■ 



-/ dA e(A) y^ hjk,iiXy) a 



ln(|y2|) j. dX e(A) A^ R.^A^y) a'^ + O(y0) 



-oo 
rca 



^H\y^\)j_JXeiX)RiXy) 
+^ ln(|y2|) y ^ dA |A| / i?,fc,(Ay) a*^' + O(y0) 



1 



-oo 
roo 



(HH) = ln(|y'|) j_^dX e(A) A2 (□i?,fc)(Ay) y^ / + 0(y° 



Aufsummieren dieser Terme liefert 
. d 



Qyk J 

i 



1 1 f°° 

j_^dXe{X)h,k{Xy)y^y'' 



+ 



1 r 
¥ 1< 



167r3 



1 1 r 



dX e(A) y hjk,i(Xy) fi* 



4 dX e(A) (A^ - A) Rjk{Xy) y^ 



+^ ln(|2/'|) £^ dA 6(A) (A^ - A + -) R{Xy) 
1 



-oo 
roo 



128vr3 ^"^'^''^ J-oo"^^'^^^ (A4-2A3 + A2) (□ii,,)(Ay) y^' / 



647r3 



/oo 
dA e(A) (A2 - A) RjkA>^y) a'^ 
-oo 
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-^M0)p«(0,y) + O(y0) 

Durch Translation erhalt man eine Gleichung fiir idk{s "y^ hj p)^^\x , y) . Die entsprechende 
Formel, bei der Sm und pm vertauscht sind, leitet man daraus wieder ab, indem man x 
durch y ersetzt und umgekehrtQ 

d ■ d 

i {Pml^hj Sm){x,y) = i {Sm^^hj pm)iy,x)* 

d 

= i{Sml^h^^Pra){y,x)* {Sm 1^ hj Pm){y , x)* 

1 d 
1 d 

= -^Hy) Pmix,y) - i {Sml^hj Pm)iy,x)* 



Durch Einsetzen in ( p.2| ) und ( D.l^ ) folgt die Behauptung. □ 



D.3 Axiale Storung 

Wir betrachten die axiale Storung ( p.79| ). Fiir die Auswirkung der Storung auf pm hat 
man in erster Ordnung 

Apm = -e {pm p4 + Sm p4Pm) ■ (D.34) 

Wir berechnen zunachst Sm p4-Pm'- 
Lemma D.3.1 Es gilt 

{sm p4Pm)iO,y) = -p {sm 4Pm)iO,y) (D.35) 

im 1 f°° dX J ^ ^ , 

~ iS f lo ■^'^^"'^^ ^'^ ^ ^^'^^^ 

m r.y , , . ^ -fc 



+ ^7 h,[Ak]pa^' (D.39) 



+^ 7 p4 (D.40) 

Beweis: Wir betrachten die Beitrage verschiedener Ordnung in m nacheinander: 
1. Terme ~ mP: 

{so p4po){0,y) = -p {so 4po){0,y) 



^ A* bezeichnet die Adjungierte der 4 x 4-Matrix A bzgl. des Spinskalarproduktes. 
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2. Terme ~ m: 

p4pm){0,y) 



im 
167r4 



J X J X 



\x=Q 



(D.41) 



-p {sm4Pm){o,y)-^-^ f p4-/' 



P [Sm 



im 1 dX r ^ ^ , im ^ , r i 



Setze nun noch (^M) , (EH) 

ein. 

3. Terme ~ m'^: 



m 

16^ 



y 1 



dz p4{z) {z - y)j-f^ 



+ - 



1 



y 



dz (x — z)jj^ p4{^) 



P [Sm 4Pm){x,y) + 



m 
8^ 



p4 



□ 



Nun fiihren wir wieder eine Entwicklung um den Lichtkegel durch: 
Lemma D.3.2 Es gilt 

{Sm p4Pm)iO,y) = -p {Sm 4Pm)iO,y) 

^ dX e(A) p4iXy) j/ 

oo 



87r3y2 7_ 
im 



327r3 
im 
'327r3 
m 



+ 



327r3 
m 
~327r3 

2 

m 



-/ dA6(A)(A2-A)jfc(Ay)/p 
J— 00 

/oo 
dA6(A)5,.4^(A2/)p 
-00 

/oo 
dX \X\ FjkiXy) pa^^ 
-00 

/oo 
(iAe(A) (A^-A) □yl,(Ay) pa- 



.jk 



n( ^ 
+ O(y0) 



/oo 
dA 6(A) p4(A2/) 
-00 



Beweis: Die asymptotischen Enwicklungen von Satz |C. 1.251 und |C.1.16| liefern: 

1 f°° dX J IT 1 f°° 

1 n\ f = o72 7 dX e{X) 4{Xy) ij 

y J —00 1^1 J Xy ^y J —00 



^ln(|y2|) £jX\X\ {a,z^)^ 
- Indy^l) dX |A| {A, Zk\^^^^ a^"" + 0{y^ 



\z=\y 



r dXe{X) 4{Xy)iJ 
^ y J —00 
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- In(|y2|) 1 d\e{\)\^U\y)y^ 



oo 
oo 



+ ^ ln(|y2|) r d\\\\Fjk{\y)a^^ 



/y /■! 



/■oo 

ln(|y2|) -/ d\ e(A) DA^lAy) y,, ct^'= + 

J— oo 



— oo 



- In(|y2|) 1 dX e(A) / da h{a\y) Xy" + 0{y'') 

^ J-oo Jo 



- H\y'\) 4 dA|A|ifc(Ay)/ + O(y0) 

^ J —OO 



/y 77- /'OO / pi 

h,[Ak] = -ln(|y2|) j^^dXeiX)i^djAk{Xy)- daad,Ak{aXy) 

-\>^yj da a^ nAkiaXy)j + 



-- H\y'\) j dX\X\y,{aAu){Xy) + 0{y'^) 



□ 



Theorem D.3.3 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 
^Pm{x,y) = -p Apo[4]{x,y) 



ie 1 
47r3 ^2 



327r3 

ie 



167r3 
e 

'l67r3 



m ln(|^2| 
m ln(|^2| 



(2a - 1) pa- 
' djA^ p 



.jk 



m \n{\f\) Ha^-a) D^, ^ P(t''' 

J X 



1 



87r3 

e 

8^ 

e 



m^^l A,e 



327r3 

ie 
'647r3 



327r3 
ie 



m2 IndC^i) 



p4 

'(2a - 1) p7^^ 



m^\u{\e\) / (a2-a)jU' 
m3 Inde^l) [p\[t4] 



167r3 

+0(m^) + 0(e°) 

Beweis: Wir setzen das Ergebnis von Satz pT^ in pX2| ein. Die Beitrage 
erhalt man unter Verwendung von ( D.34 ) direkt durch Translation und Vertauschung von 



n 2 
~ m , m 
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X und y. Fiir die Ordnung ~ m beachte man das Zwischenresultat 



-P [sq 4po){0,y) 

im 1 1"°° 1 
+^ ln(|y2|) 6(A) (2A - 1) F,,(Ay) pa^'^ 



-oo 

POO 



ln(|y2|) J dA6(A)5,>l^(Ay)/. 



32^3 1/ y_ 

~32^ ^(^) - ^) P^'' 

+O(m2) + O(^0) 



Der Beitrag ~ folgt direkt aus der Form der Pseudoeichterme ( B.94[ ) (die bei pm die 
gleiche Gestalt haben wie bei km)', die Stomterme ~ sind bereits von der Ordnung 



□ 



Die Summanden ( p.43D , ( p.47 ) und ( D.52 ) sind Pseudoeichterme, ( D.48 ) ist der Massen- 
term. 

Beachte, dafi der Stromterm ( D.46| ) anstelle des Maxwellstromes den Ausdruck ^Aj 
enthalt. Man sieht daran, dafi bei axialen Storungen keine lokale Eichinvarianz vorhanden 
ist. 



D.4 Skalare Storung 



Wir betrachten wieder die skalare Storung ( A.123 ). Fiir hat man in erster Ordnung 



m =L 



Apr, 



(Sm ^ Pm ~l~ Pm ^ ■Sm) 



(D.53) 



Theorem D.4.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 



^Pm{x,y) = Apo{x,y) 



-2m 



P^'^Hx,y) 



167r3 
i 

167r3 



mln(lel) / (2a-l)(^H) 

J X 



1 



327r3 



ln(|C^|)(S(y)+S(x)) 



-^.nMnde^l)/;^ 



— m^ \n{\e\) rid,E)Ck 



327r3 
+O(m3) + O(e0) 



D.54) 
D.55) 

D.56) 

D.57) 

D.58) 

D.59) 

D.60) 



Beweis: Untersuche die Terme verschiedener Ordnung in m nacheinander. 
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1. Terme ~ m: Unter Verwendung von ( C.44| ) und den asymptotischen Entwicklungen 
von Satz p.l.25| hat man 

(sSp)«(0,y) 



167r4 



167r4 



- 2 , 



ry f'y 

J X J X 



\x=0 



y 



i 1 /"^ d\ 



47r4y2 |A| J^y 

i 1 r°° 

4 dXiJ E{Xy) 



dz ^ + 



2 7^-/i,[^ 



87r3y2 

\u(\e\) 6(A) (2A - 1) mi^v) 

\u{\e\) j_J\ 6(A) (A^ - A) (□S)(Ay) ^ + 0(y°) 



2. Terme ~ m^: 

(sHp)(2)(x,y) 



167r4 



s/ 1 



H(z) (z - y)^7j 



1 

+ 2 



dz (x — zy^j H(z) 
Mit Hilfe von ( p.8| ) und (|D.9| ) erhalt man die Umformungen 



dz H(z) (z - y^-ij 



dz [x — zYjj H(z) 



dz(^H)(z) (z-y)^7i + 2 



dz (x - z)^7j (^H)(z) + 2 



und somit 



Hp)(2)(0,y) 



levr^ 



+ 



1 



327r4 
1 



dz [m){z) (z - vYj, - (x - z)^7, (^S)(z 



/oo 
^dA6(A) H(Ay) 

+^ ln(|y2|) £ dA e(A) (2A - 1) (5,S)(Az) 



-oo 



+ 



647r3 



ln(|y2|) J dA 6(A) {d,E){Xy) y^ + O(y0) 

J — oo 



1 



327r3 
1 



167r3 

i 



H\y'\) m 

POO 

ln(|y2|) J dA6(A)H(Ay) 



-oo 



g^^3 ln(|y2|) j_^dXe{\) {d,E){Xy) y, a^'' + 0(y°) 



Durch Translation um x und Vertauschung von x, y erhalt man Gleichungen fiir {smEpm){x, y) 
und (pm E Sm){x,y). Setze nun in ( D.53 ) ein. □ 
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D.5 Pseudoskalare Storung 



Wir betrachten wieder die pseudoskalare Storung ( [B.106 ). Fiir Apm hat man in erster 
Ordnung in H 

Apm = -i (Sm pE Pm + Pm Sm) • (D.61) 

Theorem D.5.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

Apm{x,y) = -ip Apo[E]{x,y) (D.62) 
^ mpH\e\)rm) (D-63) 



167r3 



-^m^ H\e\) JjdjE) pa^' (D.65) 
+O(m3) + O(^0) 

Beweis: Untersuche die Terme verschiedener Ordnung in m nacheinander. 

1. Terme ~ m: Unter Verwendung von ( |C.44| ) und den asymptotischen Entwicklungen 
von Satz p.1.25 hat man 



1 ry 

p 4 m 



\x=0 



167r4 

2. Terme ~ m^: 

{s pE (x, y) = I £%H + ^ l^^'' pE{z) {z - y^jj 

+ i (^£dz {x-zyj,pE{z)^ 
= -ip{sEp)^'^\x,y) + ^pj E 

Durch Translation um x und Vertauschung von j;, y erhalt man Gleichungen fiir {smpEpm){x, 
und {pm pE Sm)ix,y). Setze nun in ( D.61| ) ein. □ 



D.6 Bilineare Storung 



Wir betrachten wieder die bilineare Storung (A. 129). Fiir Apm hat man in erster Ordnung 
in B 

Apm = - {sm Bjk Pm + Pm Bjk CF^^ Sm) • (D.66) 
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Theorem D.6.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 
Apmix,y) = Apo{x,y) 



1 fv 



167r3 

i 



m In(lel) / {2a-l)e^^''B,^^kPli 



+ 



167r3 



(a'-a)s'-'"(aB.,)&P7l 



1 



327r3 



167r3 



m' In(lel) {B,k{y)+B,k{x))a- 



.jk 



m2 Inde^l) /■ ^,B 



H\e\) j\2a - 1) [e B,k, + B^,') a^^ 



167r3 



jk 



+ 



Inde^l) 5,,- ^ 6 P 



327r3 

Beweis: Wir betrachten die Beitrage verschiedener Ordnung in m nacheinander: 
1. Terme ~ m: 

Jk ^ irn 



Bjkcr^ Pm){x,y) 

Setze ( pl2^ ) und ( |Bl2^ ) ein 

m d fy 



167r4 



J X Jx 



167r4 



dx^ Jx 
dy^ 



y 



D.67) 
D.68) 

D.69) 

D.70) 

D.71) 

D.72) 

D.73) 
D.74) 
D.75) 
D.76) 
D.77) 



'Stt^ dy^ Jx 

f B^\ 7. + ^ e^'^^ f 5., kPli-^ e^^'^ A R . 
87r4 7^ -J ^ 167r4 ^ " Svr^ ^'^ ^ ^' 



Jetzt wenden wir ( C.44 ) an und fiihren mit Satz C.l.K: und C.1.25 eine Entwicklung 
um den Lichtkegel durch. Setze der Einfachheit halber x = 0. 

{Sm Bjk CT^' Pm){x, y) = ^ j"" B^\j^ 7,- 
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vrn_ jj^i 



dz Ci 



a 



167r3 
im 



ln(|y2|) J dAe(A)i3^fc^(Ay)7^' 

J — oo 



-oo 
coo 



327r3 
im 



Pli 



roo 

ln(|y2|) 4 d\ e(A) (2A - 1) e'^'^' i?i,-,fc(Ay) 

J— oo 

/oo 
^ dA e(A) (A2 - A) e'^^' (nS., (Ay) 6 P7/ 



o{e 



2. Terme ~ m^: 



1 



+ 



+ 



m 



2 / ,y 



327r4 

2 

m 

32^ 



(D.78) 



Wir berechnen nun den zweiten und dritten Summanden. Dazu losen wir das Pro- 
dukt der Diracmatrizen mit Hilfe von (A. 138) auf, berechnen mit ( p.44| ) die Ableitun- 
gen und fiihren mit Satz C.1.16 und C.1.25 eine Entwicklung um den Lichtkegel 
durch. Setze wieder x = und beachte die Identitaten 



d 

dy" 



Jx 



d 



d^z 



{z-yf 
(y - zf 



Qyva 

^ -^-^ dz{x- zY' Bjk{z)a^^ 



l{z - x) Bjkiz) 



a- 



jk 



Bjk 



d 



d^z (x - zr l{z - x) 



{y - zf 



Man erhalt auf diese Weise 

.]k 



dzB,kiz)a^' (z-yr^, 



+ ^ f dz B,k{z) a^'' {z-yr + 2^ £ dz B^\z) a^,^ {z - y) 



d fy 



2 4 Bjk a^'' 



\x=0 



2i^ y dzB^^{z){z-y)k 



X 

d fy 



I X 

d ry 



+2-- y dz B^kiz) cj'^' {z-yT + 



X 

d ry 



dx'^ Jx 



dxi Jx 

-I d\e{\){\-l)B^\\y)y,y^au 

oo 



ijkl 



Bij{z) {z - y)i p \x=Q 



y^ J- 



+- ln(|y2|) j jx 6(A) (A - 1) -^B,u{\y) 



roo 



+7T ln(|y2|) i dX e(A) (2A - 1) Bjk{Xy) a^'^ 

J— oo 



/oo 
dAe(A) (A-1) B'\{Xy)yj 
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+- ln(|y2|) 1 dX e(A) (A - 1) e'^'^' B,,,k{Xy) yi p 
^ J —I. 



-oo 

POO 



7T ln(|y2|) -L dX e(A) {2X' - 3A + 1) (i?.;^' + i?,^,^ y^) 



-oo 
roo 



-n ln(|y2|) J dX 6(A) (A^ - 2A2 + A) (□i?^'=)(Ay) y,- y- a^m + 

J— CXD 



9 ,[y 

dy' 
dy3 



dz {x - Bjk{z) a^'' - 2 



' dz{x- zT^^ B,dz) ^^■') |.=o = -2i ^ fdz {x - z), B^\z) 

^ f dz {x-zr B^\z)aur. 



— 4 dX\X\B^^{Xy)yjy"'akm 

y J-oo 

+- ln(|y2|) j_JX\X\ -B^,{Xy)a^' 

roo 



/oo 
dX e(A) (2A - 1) i?,fc(Ay) a^^ 
-oo 



-oo 
/■oo 



+i7rln(|y2|) 4 dX \X\ B%{Xy) yj 

J —OO 



-- ln(|y2|) -/ dA|A|e^^'='i?,,,fc(Ay)y;p 

J — oo 



/•oo 



+^ ln(|y2|) -^^ dA e(A) (2A2 - A) {B-^'^ y„ + Bjk,m y') 



oo 
oo 



+7r H\y'\) 4 dX e(A) (A^ - A^) (□i?-"')(Ay) y, y™ a^m + 0{y^) 



und somit 

5ifcfT^'^P™)(0,y) 

^ dAe(A)i?,fe(Ay)y^y™f7^™ 

|y2|)i?,,(0) ^7^-^ 



1 /-"o 



■^1^ ln( 



327r3 



irv? 
^327r3 


MIy'l) 


roo 

4 dX 

J —oo 


6(A) B% 


(Ay) 


2 

m 

647r3 


MIy'l) 


POO 

4 dX 

J —oo 


e(A) e'^''^ 


Bij,k{Xy) yi p 


2 

m 
^327r3 


MIy'l) 


POO 

4 dX 

J —oo 


e(A) (2A 


-1) (%'y"^ + 5,fe,™y^)a'="^ 


2 

m 
^327r3 


MIy'l) 


POO 

4 dX 

J —oo 


6(A) (A2 - 


-A) (□S^'=)(Ay)y,y™ ^r^^ 



+O(y0) 



Durch Translation um x und Vertauschung von x, y erhalt man hieraus Formeln fiir 
(sm Bjk a^^ pm){x,y) und [pm Bjk a^^ Sm){x,y). Setze nun in ( p.66|) ein. □ 
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D.7 Differentialstorung durch Vektorpotential 



Wir betrachten wieder die Storung des Diracoperators ( |A.139| ). Fiir hat man in 

erster Ordnung in L 



3 ■ i ' 

-I— Apm[L^]{x,y) + - Apm[L\-]{x,y) 



dyj 



Theorem D.7.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 



-im 
1 1 



Lj Po{x,y) 



^3 ^2 ^ I (2« - 1) iL\, i 

11 (V . 



47r3 ^2 

1 1 

i 1 
16^^ 
i 1 



m 



m2 {Lj{y) + L,{x)) 



47r3 
1 1 



ra 



m 



167r3 ^2 
+0{ln{\^^\)) + 0{m^) 



J X 



(D.79) 
(D.80) 

(D.81) 

(D.82) 

(D.83) 

(D.84) 

(D.85) 

(D.86) 



Beweis: Wir konnen genau wie im Beweis von Theorem p. 3.1 argumentieren. Durch Ver- 
gleich von Theorem B.5.1 und Theorem D.4.1 folgt die Behauptung aus Theorem B.8.1 
durch die formalen Ersetzungen (C.99). □ 



D.8 Differentialstorung durch axiales Potential 



Wir betrachten wieder die Storung des Diracoperators ( B.143 ). Fiir Apm hat man in 
erster Ordnung in L 



Apm{x,y) 



._d_ 

dy^ 



1 

Apm[ipL^]{x, y) + - Apm[ipL^j 



Theorem D.8.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 



Apm{x,y) = ipApo 



{x,y) 



(D.87) 
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1 



87r3 ^2 

1 1 



m p 



1 



167r3 ^' 



m 



(D.88) 
(D.89) 
(D.90) 



+0{ln{\f\)) + 0{m^) 

Beweis: Wir konnen genau wie im Beweis von Theorem p. 3.1 argumentieren. Durch Ver- 



gleich von Theorem B.6.1 und Theorem D.5.1 folgt die Behauptung aus Theorem B.9.1 
durch die formalen Ersetzungen (C.99). □ 



D.9 Bilineare DifFerentialstorung durch Vekt or potential 

Wir betrachten wieder die Storung des Diracoperators ( A.148| ). Fiir Apm hat man in 
erster Ordnung in L 



Apmix,y) 



+im Ap; 



{x,y) + - Ap^rn[Li,ja'^{x,y) 



](x,y) - ipmix,y) I^{y) - - Apm[L\-] 



Theorem D.9.1 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 
Apm{x,y) = Apo{x,y) 



8^ 

i 

'l67r3 
1 



m? —7^ I L 



m 



l(L,{y)-L,{x))e 



(D.91) 
(D.92) 

(D.93) 

(D.94) 

(D.95) 



167r3 ^2 
+0{ln{\e\)) + 0{m^) 

Beweis: Wir konnen genau wie im Beweis von Theorem p.3.1 argumentieren. Durch Ver 



gleich von Theorem B.5.1 und Theorem D.4.1 folgt die Behauptung aus Theorem B.10.1 
durch die formalen Ersetzungen (C.99). □ 



D.IO Bilineare Differentialstorung durch axiales Potential 



Wir betrachten wieder die Storung des Diracoperators (B.158). Fiir Apm hat man in 
erster Ordnung in L 



Akm{x,y) 



-iApr, 



{x,y) + - Apm[pLija'^{x,y) 
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-Pm{x,y) pl^{y) + m Aprn[pljl]{x,y) + -Aprri[ipL^j] 



Theorem D.10.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 



^Pm{x,y) = Apo{x,y) 



1 1 



1 1 

1 

z 1 



1 .. 

^2 / Lj Ck PCT^" 
, J X 



+ 



1 



1 



m 



167r3 ^2 
+0(ln(|e2|)) + 0(m3) 



(Lj (y) + L,(x))efc pa^'' 



(D.96) 
(D.97) 

(D.98) 

(D.99) 

(D.lOO) 

(D.lOl) 

(D.102) 

(D.103) 

(D.104) 

(D.105) 

(D.106) 



Beweis: Wir konnen genau wie im Beweis von Theorem p. 3.1 argumentieren. Durch Ver- 
gleich von Theorem B.5.1 und Theorem D.4.1 folgt die Behauptung aus Theorem B.11.1 
durch die formalen Ersetzungen (C.99). □ 
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Appendix E 

Storungsrechnung hoherer 
Ordnung 

In diesem Kapitel werden wir die Distribution P{x,y) fiir endliche Storungen des Dira- 
coperators untersuchen. Dazu werden wir die Beitrage jeder Ordnung Storungstheorie 
asymptotisch um den Lichtkegel entwickeln und anschlieBend alle Beitrage explizit auf- 
summieren. Als Ergebnis erhalten wir asymptotische Entwicklungsformeln fiir P{x,y), 
die nicht-perturbativ giiltig sind. 

Als Vorbereitung betrachten wir eine allgemeine Storung des Diracoperators durch ein 
lokales Potential, also 

G = + B (E.l) 

mit einer matrixwertigen Funktion B[x). Zur Einfachheit nehmen wir an, dai3 B im 
Unendlichen glm. zur vierten Potenz abfallt. Die Spindimension sei An. 

Bei der formalen Storungsentwicklung treten Operatorprodukte der Form 

AiB A2B ■■■ B Ai_i B Ai (E.2) 

auf, wobei Aj fiir Faktoren pm, km oder Sm steht. 

Lemma E.0.2 Das Operatorprodukt l \E.3i ) ist als Operator auf den Schwartzfunktionen 
wohldefiniert. 

Beweis: Wir fiihren den Beweis im Impulsraum durch. Beachte zunachst, daB die Fouri- 
ertransformierte von B G stetig ist und im Unendlichen starker als polynomial abfallt 

sup |p" B[p)\ < 00 fiir alle Multi-Indizes a. 

p 

Fiir eine gegebene Schwartzfunktion ist / ebenfalls stetig und fallt im Unendlichen starker 
als polynomial ab. Folglich ist das Faltungsprodukt 

(B'Aif) = B * Aj 

stetig und fallt im Unendlichen starker als polynomial ab. Nun konnen wir induktiv mit 
Ai-i, . . . ,Ai multiplizieren und nach jedem Schritt mit B falten. Man erhalt als Ergebnis 
im Impulsraum eine Distribution, die im Unendlichen starker als polynomial abfallt. Im 
Ortsraum ist dies eine glatte Funktion. □ 

Damit sind die Beitrage jeder Ordnung Storungstheorie wohldefiniert und endlich. 
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Wir entwickeln nun (|E.2| ) nach Potenzen von m und ordnen die Beitrage aufierdem 
nach der Anzahl der auftretenden partiellen Ableitungen des Potentials B an. Fiir diese 
Terme kann man das singulare Verhalten auf dem Lichtkegel genau beschreiben: 

Lemma E.0.3 Der Beitrag ~ mP von ( \E.^ ), bei dem q Faktoren des Potentials B partiell 
abgeleitet sind, verhdlt sich auf dem Lichtkegel wie 

■ 0(^^-4+P+g) fiir p + q = 0,2 

0(^-3+p+g) fiirp + q=l 

< 0{ln{\('^\)) fiirp + q = 3 . (E.3) 

0(^ln(|e2|)) fiirp + q = 4 

0{f) furp + q>A 

Falls das Storpotential einen skalaren/pseudoskalaren Anteil enthalt, konnen wir diese 
Abschatzung noch verbessern: 

Lemma E.0.4 Fiir das Potential 



B = Bn 



m$ — imp^ 



mit Bq,^,^ g c^{M,m: 

<^{x) = ] 



4nx4n^ 



und 



■An 



verhdlt sich der Beitrag ~ m'P von ( &| ), bei dem q Faktoren des Potentials B partiell 
abgeleitet sind, auf dem Lichtkegel wie (E.S). 

Man beachte, daB in Lemma E.0.4 im Gegensatz zu Lemma |E.1.1| auch das Potential B 
nach m entwickelt wird. 

Nach Lemma E.1.1 und Lemma E.0.4 wird die Singularitat auf dem Lichtkegel bei 
den Beitragen hoherer Ordnung in der Masse und hoherer Ordnung in den Ableitungen 
der Potentiale schwacher. Zu vorgegebener Ordnung ©(In^d^^l) ^^^) auf dem Lichtkegel 
tragen damit nur ganz bestimmte Terme der Storungsentwicklung bei, was die Rechnungen 
in diesem Kapitel wesentlich erleichtert. 



E.l Eichterme/Pseudoeichterme 

Wir wollen nun fiir den Diracoperator 

i^ + Xl4r + XR 4l (e.4) 

die Eichterme und Pseudoeichterme in beliebiger Ordnung in 4-l/r berechnen, dabei 
bezeichnet Xl/r = ^(1 -F 7^) die chiralen Projektoren. Im allgemeinen Fall ist die Spindi- 
mension 4n, n > 1 und 

4-L/R = 7i (^L/Rafe)a,b=l,-,n 

Wir fiihren eine Entwicklung sowohl nach m als auch nach dem singularen Verhalten auf 
dem Lichtkegel durch. In diesem Abschnitt beriicksichtigen wir in P{x, y) die Beitrage 



der Ordnung 0{m ) + ©(Ind^ |)), in Abschnitt E.2 werden die Beitrage ~ m bis zur 
Ordnung behandelt. Da alle Beitrage der Ordnung 0{m^) auf dem Lichtkegel 

hochstens logarithmisch singular sind, haben wir dann die Eich- und Pseudoeichterme fiir 
endliche Storungen bis zur Ordnung C(ln(|^^|)) vollstandig berechnet. 
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Es treten zwei Schwierigkeiten auf: Zum einen miissen wir nichtlokale Linienintegrale 
studieren, auBerdem brauchen die Potentiale nicht miteinander zu kommutieren: 

4/^(x), Ai/^iy)] + 

Wir gehen das Problem schrittweise an und beginnen mit einem Spezialfall, bei dem diese 
Komplikationen noch nicht auftreten: 

E.1.1 Kommutative Eichpotentiale 

Der Diracoperator habe die Form 

G = + XL (^Ai?) + XR (Ml) (E.5) 

mit reellen Funktionen Aj;,,A/j. Die Storung des Diracoperators hat Ahnhchkeit mit 
den bei C/(l)-Eichtransformationen auftretenden Potentialen. Dadurch, dai3 wir fiir die 
links- und rechtshandige Komponente unterschiedliche Potentiale zulassen, konnen wir 
die Storung ( [E.5| ) aber nicht global wegeichen. 

Wir berechnen zunachst einzelne Operatorprodukte: 

Lemma E.1.1 Fiir 4= {^K), A G C°°(IR^) gilt 

ko4Po = k^'^ 4Po + ko4p^'^ = (E.6) 

sq 4 sq = —i^ So + iso A (E.7) 

so4po = -iApo (E.8) 

so4ko = -lA ko . (E.9) 

Beweis: Durch Entwicklung von 

km4Pm = -ikm[i^,A]pm = 
nach m erhalt man ( [E.6| ). Die Gleichungen ( [E.7] ), ( [E.g| ) und ( |E.9| ) folgen aus 

So 4 So = —iso[i^,A]so = —iAso + isoA 
so4po = -iso[i^,A]po = lApo 
So 4^0 — ~iso [i^, A] ko = iAko 

□ 

Bei einigen Operatorprodukten lafit sich die Anzahl der Faktoren so, Po stark reduzieren: 
Lemma E.1.2 Mit 4 = {(^A), ^ = {(^(p) gilt fiir m,n>l 

{so4rPo = ^-^Po (E.IO) 

s^'^4{so4r-'po = ,(1) 4 ^p^^""' PO (E.ll) 

(n — Ij! 

^0 P- [n-p-iy. 



{so 4Ts^'^${som'^-'p^ 



i — '^0 7 T\T 4 s' ' ip -, -TTT Po ■ (E.13j 

^0 P- [n-p- 1)1 [m-iy. 
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Beweis: Nach (^^3) gilt 

{so 4)"-^ So 4 Po = -i{so4)''-^4Apo 

= -i{so4r-'som')po = ■■■ = ^^po 

Daraus erhalt man ( |E.1C1| ) und ( E.ll ). Zur Berechnung von ( E.12 ) wenden wir ( [E.7| ) 
iterativ von links nach rechts an, also 

(so4)>^'^ = -*A(5o4r"V'^ + lsoi^{A'){so4r-'p^'^ = ■■■ 

Nach n — 1 Schritten erhalten wir Terme der Form 

c(p) AP so A""^"^ • (E.14) 

Wir miissen noch die Konstanten c{p) bestimmen. Dazu ist es giinstig, zunachst bei dem 
p-ien Faktor 4 Relation ( |E.7D anzuwenden 

(so4)>^'^ = -i(so4r'A(so4r">^'^ 

+ '-{so 4r~' so ^(A2) (so 4)""^"' P'^'^ 

Wir brauchen dabei nur den ersten Summanden zu beriicksichtigen, denn im zweiten 
Summanden stehen der p-te und (p+l)-te Faktor A direkt nebeneinander, was bei weiterer 
Anwendung von Lemma [E.l.l| nicht zu einem Term der Form ( |E.14| ) fiihren kann. Durch 
iterative Anwendung dieses Argumentes erhalten wir als einzigen Beitrag zu ( [E.14| ) den 
Ausdruck 

{so 4T-' P^'^ 

p\ 

Jetzt wenden wir das gleiche Argument bei den verbleibenden Faktoren 4 ^^"^ links nach 
rechts an und erhalten fiir ( E.14| ) den Ausdruck 



p\ {n — p — 1)! 

und damit die Behauptung ( |E.12 ). 

Zum Beweis von ( E.13| ) konnen wir bei den rechten m — 1 Faktoren ^ iterativ ( [E. 
anwenden, bei den Faktoren 4 geht man genau vor wie bei der Herleitung von ( [E.12D . □ 

Wir wollen nun den Operator Vpm niit V gemafi (0) nach Potenzen von m entwickeln 
und fiir den Storpoperator 

B = xl4r + XR 4l (E-15) 

bis zur Ordnung 0{m?) berechnen. 

Zur Ordnung ~ mP haben die Summanden in die Form 

Co(l, Q) B Co{2, Q) • • • Co{l -1,Q)B Co{l, Q)Bpo 

Bei Einsetzen von ( [E.15| ) konnen wir die Projektoren Xl/r unter Verwendung der An- 
tikommutatorrelationen {xl/r, Co} = {xl/Ri 4l/r} ~ ^ nach vorne bringen und erhalten 

= XL Co{i, Q) 4l Co(2, Q)4l---4l Co{l, Q) 4l po 

+XrCo{1,Q)4rCo{2,Q)4r---4rCo{1,Q)4rPo . (E.16) 
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Zur Ordnung ~ m ist bei dem Operatorprodukt in (0) genau ein Faktor der lineare Term 
in m, wie z.B. in 

Co{l,Q)BCo{2,Q)---BC^^Hp,Q)B---Co{l,Q)Bpo ,l<p<l . 
Unter Verwendung von [xl/R: C*-^-*] = konnen wir diesen Ausdruck in der Form 

= XL Co{i, Q) 4l Co(2, Q)---4l c^'^ ip, Q)4r--- Coil, Q) 4r Po 
+XR Co(i, Q) 4r Co{2, Q)---4r c^'\p, Q)4l--- Coil, Q) 4l po 

umschreiben. 

Wir brauchen nur diejenigen Summanden zu beriicksichtigen, die audi bei der unitaren 
Transformation (13) auftreten: 

Lemma E.1.3 Fiir die Storung /[E.15 ) des Diracoperators gilt 

Upm = Vpm + 0{rr?) 

mit U,V gemdfi ([7|j, Qj. 

Beweis: Wir miissen zeigen, dal3 alle Terme in (0), in denen ein Faktor km vorkommt, 
bis zur Ordnung O(m^) verschwinden. 

Zur Ordnung ~ mP haben diese Terme die Form 

■■■koBisoBrpo , n>0 

wobei die Piinktchen '• • •' fiir einen beliebigen Vorfaktor stehen. Nach Umschreiben gemafi 
( [E.16 ) enthalt jeder der beiden Summanden einen Faktor 

ko4iso4rPo (E.17) 
mit 4 — 4lIR^ ^^"^ nach mehrfacher Anwendung von ([E.8D und (|E.6D verschwindet: 



fco 4 J Po 



ko 



-iA) 



n+l 



' (n + l)! 



Po 







Wir kommen zu den Summanden ~ m in (U). Da die Anzahl der Faktoren km immer 
gerade ist, geniigt es, den Fall #Q > 2 zu betrachten. Damit bleibt zu zeigen, dai3 die 
Produkte 



■■■koBiso BTpo 
■■■koBiso Br ko (so Bf s^'^ B (sq By po 
■■■koBiso BY k^'^Biso Bfpo 

null sind. Die Ausdriicke ( [E.18| ) und ( |E.ig| ) enthalten den Faktor (E.17) bzw. 

(-iA)"+i " 
' (n + l)! _ 

und fallen weg. Bei ( [E.2[l| ) verwendet man die Umformungen 



(E.18) 
(E.19) 
(E.20) 



fco4(so4r^o = kQ 



ko B (so B)P B (so By 



Po 



(iA)P+i 



^' (p+1)! 
(iA)P+i 



(-iA) 



9+1 



(<? + !)! 



Po 



ip+iy. 



i^) k^'Hi^) ^^^fly PO 
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und {i^) k^^\i^) = ko = 0. 



□ 



Lemma E.1.4 Fiir den Storoperator ( E.l^) gilt 

XLVpm = XLe'^^po (E.21) 

+ m XL (l - e*""^ so e-'^^ 4^) P^'^ (E.22) 

, XL (l - e*^^ so e-^^^ 4^) ^(1) 4^ e*^« po + O(m') • (E.23) 



m 



Fiir die rechtshdndige Komponente gilt die analoge Gleichung, wenn man die Indizes L, R 
vertauscht. 

Beweis: Wir betrachten nur die linkshandige Komponente, die rechtshandige folgt analog. 



Nach Lemma E.1.3 geniigt es, den Operator U gemafi ([13|) zu berechnen. Zur Ordnung 



haben wir nach (^1C| ) 



XlUpo = XL ^{-soBY po = XL ^{-so Po 

1=0 1=0 



XL 

1=0 



~ ' ^ALy 
II 



Po = XL e'^^ po 



Den Beitrag ~ m konnen wir in der Form 

oo oo 

iXLUp^Y'^ = XL E(-^oSyp(') + XL (-^ol3r {-s^'^B)i-soBrpo 

1=0 m,n=0 
oo 

= XLP^'^ + XL 4LrP^'^ 
n=l 

oo 

+ XL E {-S^'^4R){-S0 4RrP0 



m=0 
oo 



+ XL E {-^0 4Lr i-S^'^ 4r) (so 4Rr-' PO 
n,m=l 



umschreiben und erhalten mit ( [E.12| ), ( [E.IO ) 

.(1) 



XLP' 



XL 2^ 2^ —r- «o — — I — — 4l ' 



n=l p=0 



p\ 



{n-p-iy. 



XL E ^ 4i? Po 



n=0 

oo n— 1 

+ XL E E 

n,m=l p=0 



.0 ^^^^^^^^ i ^^M^Pn 
^0 (n-p-1)! ^« ' - ^° 



(m- 1)! 



Durch Umordnen der Reihen folgt die Behauptung. 

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir auch p^, km berechnen: 



□ 
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Satz E.1.5 Fiir pm, km gilt mit der symbolischen Ersetzung Cm = Pm oder C„ 



XL C„ 



XLe 



-iAr 



+m XL (l - e'^^ so e-'^^ 4^) C^'^ (l - 4^ e*^« e'^^^ 

4l ^^'^ 4r e^^" Co e-^« 



-m XL ( 1 - e*^^ so e"*"^^ 



-m 



XL e'^^ Co e-^^^ 4i (l - 4^ e*^« so e'^^^) + 0( 



[m 



(E.24) 



Fwr die rechtshdndige Komponente gilt die analoge Gleichung, wenn man die Indizes L, 
R vertauscht. 



Beweis: Nach Lemma E.1.3 und (|13| ) gilt 

oo 

Cm = VCmV* = {-SmBYCm{-BSmf + ©(m^ 

p,g=0 



(E.25) 



Bei der Entwicklung dieser Gleichung nach m konnen wir den Beitrag ~ mP direkt aus 
( [E.21 ) zusammensetzen. 

Zur Ordnung ~ m treten drei verschiedene Beitrage auf: Wenn fiir einen der ersten 
p Faktoren s in (E.25) der Operator s^^^ eingesetzt wird, haben wir fiir V den Ausdruck 
( [E.23 ), fiir V* dagegen (E.21) zu verwenden. Falls einer der letzten q Faktoren s linear in 
m ist, erhalten wir entsprechend fiir V ( [E.21| ) und fiir V* ( [E.23| ). Im Fall, daB in ( [E.25| ) 
der Operator C*^^^ auftritt, miissen wir sowohl fiir V als auch fiir V* den Term ( E.22 ) 
benutzen. □ 



Um Gleichung ( E.24 ) besser interpretieren zu konnen, wollen wir eine Entwicklung um 
den Lichtkegel durchfiihren. 



Lemma E.1.6 Es sei E[x) ein heliehiges Matrixfeld und 4 = (^^); 
symbolischen Ersetzung Cm = Pm oder Cm = km gilt 



Mit der 



(s^i^Co) (x,y) 



/oo 
dX e(A) E i C^'\x, y) + 0{H\e\)) (E.26) 
-CXD 

/OO 
d\e{\)iE{z)C^^\x,y) + 0{H\e\)) (E.27) 
-CXD 

(so^5«4Co)(x,y) = -</)(x) j^^d\e{\) 4{z)^C^^\x,y) 

d\e{\){^{z)4{z)+K{zmz))iC^^\x,y) + 0{H\e\)) 



I 
4 
i 
4 



Co ^5(^)4^0) {x,y) 



d\e{l-\) ${z)^ C^^\x,y) A{y) 

dA6(l-A)(</.(z)4(z)+A(zMz))^C«(x,y) + 0{H\f\)) 
1 



(so^C«4so)(^,y) = ^ct>{x 



dAe(l-A) 4(z)^CW(x,y) 

D 

dA6(A)^(z))^p«(x,y)A(y) + OiH\e\)) 
wobei zur Abkurzung z = Ay + (1 — X)x gesetzt wurde. 



1 

+ 4 



(E.28) 



(E.29) 



(E.30) 
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Beweis: Nach (Q, ( p.29|) , (|C.60|) und (|A.60| ) haben wir 



= - / d\e{X)E{z)ip^^\x,y) + 0(ln(|e'|)) 

4 J — oo 



Damit fol gt (p.26D fi ir Cm = Pm, Gleichung ( [E.27| ) folgt analog. 
Nach (|A.2|), (|A.3D und (|C]|) gilt 



(5oi?i^o)(x,y) 



d'zliz) {l)'{z)-lNz))E{z) 



mit -E(z) = e{z^ — x^) A{z). Unter Verwendung von ( p.8| ), (|A.65| ) erhalt man 
[s(''^ E ko) {x,y) = {SoEKo{i^)){x,y) 

= -j^m j_j\E{z)i + o{e) 

= m <e) dX 6(A) E{z) i + 



y , 



Das ist ( [E.26 ) fiir den Fall Cm = ^mj Gleichung ( [E.27] ) kann man genauso ableiten. 
Zum Beweis von ( [E.28 ) wenden wir nacheinander (|E.26 ) und ( |E.27 ) an: 



d'^u so{x, u) I^{u) / da e(a) 4^{ay + (1 — a)u) {-jj — 1/) C^^'{u, y) 



+ o{H\e\)) 

1 roo roo 

-— dl3e{P) da e{a) i ^{(5y + {I - (5)x) 



16 J —00 J —00 

X 4{{a + (1 - a)P)y + (1 - a)(l - (3)x) (1 - /?) ^ y) + 0(ln(|e'|)) 

Nach der Variablentransformation a^a + (l — a)/3 erhalt man 

1 roo roo 

= / dpeiP) dae{a-l3)i${(3y + {l-(3)x) 

-LO J —00 J —00 

X 4(ay + (l-a)x)^C«(x,y) + 0(ln(|e'|)) 



Wir setzen die Relation 

ein und integrieren jeweils in einer der Variablen a, /3 partiell: 



(E.31) 



1 



dl5\ ^da eiP) e{a - P) -^^{Py + {1 - P)x)) 
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X 4(ay + (1 - a)x) ^ C^^) (x, y) 

I roc roc ^ 

+- / dp dae{l3)e{a- (3) —A{ay + {l-a)x)) 
8 J-oo J~oo da 

da e{a) ipiay + (1 — a)x) + (1 ~ a)x) ^ C^"^^ (x, y) 



4 J- 



oo 
oo 



+^ / da e{a) ct){x) 4{ay + (1 - 



-oo 
oo 



dfie{l3)k{(3y + {l-[3)x)I^{f5y + {l-0)x)iC^^\x,y) + 0(ln(|C'|)) 



Gleichung ( E.2S| ) folgt aus ( [E.28| ) durch Bildung der Adjungierten. Der Beweis von ( |E.30| ) 
verlauft ahnlich wie die Herleitung von ( E.2^ ) 



so^C«4po) = j d\ sq{x,u) Ip{u) (C«4so)(n,2/) 

/oo 
da e(a) j^{au + (1 — a)y) {tJ — -yl) C^^\u, y) 
-oo 

+ o{H\e\)) 

1 roo POO 

= -TT: d(3e{l3) da e{a) ^ ${(3y + {I - (3)x) 

lO J —oo J —oo 

X 4((l-a + a/3)y + (a-a/3)x) + 0{ln{\e\)) . 

Wir fiihren die Variablentransformation a — > 1 — q + a/3 durch, setzen ( [E.31 ) ein und 
integrieren partiell: 

= -- / dp e{p) / da e(l - a) ^ ^(/3y + (1 - /3)x) 

Id J —oo J —oo 

X 4(ay + (l-a)x)^C«(x,y) + 0(ln(|e'|)) 

1 /-oo 

) / da e(l - a) 4(ay + (1 - a)x) ^ C(^)(x,y) 



-0ix 



oo 
oo 



+iA(y) d/3 6(/3)^(/3y + (l-/3)x)^C«(x,y) + 0(ln(|e'|)) 



□ 



Satz E.1.7 Fiir Pm, 5^^^ "t^^^ '^er symbolischen Ersetzung Cm = km oder Cm = Pm 

Cm{x,y) = XLe^^^(^)-*^^(J')C7„(x,y) + Xiie*^«(^)-*^«('^)C„(x,y) (E.32) 
_^ giA^W-^A^fe) r (^e-^^^+^^«) ^ C7(i)(x,y) (E.33) 

JI^ ^^^^^R{^)'^^L{y) r e''^^+'^^) ^C^^\x,y) (E.34) 
2 J X ^ ' 

+ 0(ln(|e2|)) + 

Beweis: Es geniigt wieder, die linkshandige Komponente zu betrachten, die rechtshandige 
folgt durch Vertauschung der Indizes L,R. Durch Ausmultiplizieren von p3^ ) erhalt 
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man 



XL Cr, 



XL e 



+ mxL 



m 



m 



XL e^^- (.0 4l e-""-' C^''' + Co 4l e"*^^ s^'^ 
XL e*^« 4^ so + e^^« 4^ Co) e'^^^ 



+ m XL e^''^ (so 4l e"'^^ 4^ e^'^^ so + Co 4l e"'^^ ^^'^ 4« e^^^ 



+5o4Le-*^^^^'^4i?e^''^C'oj e-'^'^ + 0(ln(|e^|)) + 0(m^ 
Nach Einsetzen der asymptotischen Entwicklungen von Lemma [E.1.6| folgt 
XLCm(x,y) = XLe^^^(^)-^^^(^)Co(x,y) + mxLC«(x,y) 



(E.35) 



im 
im 
im 



XL e 
XL e 
XL e 
XL e 



-jAfl(x) 



4r i 

4l ^ e-*' 



C7«(x,y) + 0(ln(|e2|)) 



und somit die Behauptung. 



□ 



Dieses Ergebnis kann man auch direkt einsehen: Der Beitrag ( [E.32|) beschreibt eine 
Phasentransformation der Distribution Cm{x,y), die Summanden (|E.33|) , ( E.34 ) modi- 
fizieren das Transformationsverhalten von C^^\ Im Spezialfall A^, = A/j verschwinden 
( |E.33 ), ( E.34| ); aus ( |E.32 ) erhalten wir das iibliche Verhalten bei [/(l)-Phasentransforma- 
tionen der Elektrodynamik. 

Im allgemeineren Fall Al / Ar fiihrt (|E.32| ) zusatzlich zu einer relativen Phasenver- 
schiebung der links- und rechtshandigen Komponente. Um zu verstehen, warum nun die 
Beitrage ( E.33| ), ( |E.34| ) benotigt werden, berechnen wir die Adjungierte von ( E.32 ): 



(' 



XL e'^^ Cm e-"^^ + XR e"^« Cm e 



-iA 



iAi 



-iAi 



{x,y) 



= (e^^^ Cm e-'^^ XR + e'^"" Cm e'^^^ Xl) (x, y) 

= XL e*^^(^')-^^^(^) Co{x, y) + XR e^^«(^)-'^^«(2^) Co(x, y) 

+ 0{m^) (E.36) 

Bei dem in m linearen Beitrag hat sich die links- und rechtshandige Komponente gerade 
vertauscht. Wir sehen also, so dafi (E.32) allein nicht hermitesch ist. Mit Hilfe der 
Relationen 



-lAi^+iAi 



-lAu+iAi 



-iAl+iArX _|_ 2 / " g.Q-i^L+i^R 



AA^+iAa 



+ 2e 



2e 



-iAL{x)+iAji{x) 



(E.37) 



-iAn+iAi 



+ 2e 



-iAii{y)+iAL(y) 



2e 



-iAji{x)+iAL{x) 
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konnen wir Cm umformen: 



C^{x, y) = XL e*^^(-)-*^^(j') Co{x, y) + XR e*^^^^)-*^^^^') Co(x, y) (E.38) 
+ mxL e^^«(^)-^^«(2') C^^\x, y) + mxR e'^^^'^^-'^^^y^ C^^\x, y) (E.39) 

^(^e-^^^+*^«) cW(x,y) (E.40) 



+ ©(Mie^D) + 0(m2) 



C«(x,y) 



(E.41) 



Der Beitrag ( E.36D stimmt mit (|E.38 )+( [E.39D iiberein, die Adjungierten von ( |E.40| ) und 
( |E.41 ) sind gera de (p-34| ) bzw. ( ^.331 ). Unser Ausdruck fiir Cm wird also erst durch die 
Beitrage ( E.33| ), ( |E.34| ) hermitesch. Mit dieser Uberlegung konnen wir auch alle Vorzeichen 
und Vorfaktoren in |E.1.7] kontrollieren. 

E.1.2 Nichtabelsche Eichpotentiale 



Wir wollen nun die Ergebnisse von Satz [E.1.7 auf den allgemeineren Operator (E.4) erweit- 
ern. Im Gegensatz zum vorigen Abschnitt arbeiten wir hier nicht mit der Transformation 
V, sondern berechnen zunachst gemai3 ([17[). Daraus erhalten wir mit Hilfe von (^) 
km und mit einem Analog ieargument aucli Pm- 

Der Grund fiir dieses Vorgehen liegt darin, daB im Operator V nichtlokale Linieninte- 



grale auftreten. Auf die damit verbundenen Probleme werden wir erst in Abschnitt |E.1.3 
eingehen. 

Im folgenden bezeichne jjL bei einer Spindimension von 4n stets ein Matrixfeld der Form 



4ix) 



l3 {Kb)a,l 



Lemma E.1.8 Es gelten die asymptotischen Entwicklungen 

{s^,4s^,){x,y) = iTA^eslix^y) (E.42) 

J X 

+\ (£(2a - 1) ei^Fu^ sl^{x,y) (E.43) 

-li^j\a^-a)U'3k) (E.44) 

+\ {jy^''' P7/) sl){x,y) + (E.45) 

(.0^4 4)) (^'2/) = \[u^l){^,y) + 0{e) (E.46) 

(s^i)4^o)(^,y) = \[4Ul){^.y) + o{e) (e.47) 

mit Fjk = djAk - dkAj, f = F^f . 

(Zur iibersichtlicheren Notation schreiben wir bei den Index ^-^^ entgegen der sonstigen 
Konvention nach unten.) 
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Beweis: Nach (0) und (|), (|) gilt 
und somit 



111 TT 



1 i i k 9 d ry ^ 



Das stimmt bis auf einen Faktor 27r / ie mit iiberein. Aus (|Al8g| )-( |A^ ) folgt 

Gleichung ( E.42| )-( ^.45| ). Zum Beweis von ( [E.46| ) wenden wir Satz A.1.15| an 



' ui'^io + o{e) 

( IE.47D folgt analog. □ 
Bei der iterativen Anwendung dieser Formeln treten zeitgeordnete Linienintegrale auf: 



4^2 
i rv 



Def. E.1.9 Wir definieren 



T[ / A,{y-xy 



y rzi 
dzi I dz2 

X J X 



dZr, 



X Aj^iZn) {zn - • • • Aj.izi) (zi - x)^' (E.48) 



Texp ( r A, (y - xy) = f] T ( T Aj (y - xY) 

\Jx / ^^Q \Jx / 



(E.49) 



Wir stellen die wichtigsten Eigenschaften der zeitgeordneten Integrale zusammen: 

Lemma E.1.10 Die Reihe konvergiert ahsolut. Es gelten die Differentialgleichun- 

gen 



y 



n-l 



T[ / A,e] Ak{y)e ,n>l 



Texp / Aje Akiy) f 



mit den Randbedingungen 

Ti^J"" Aj {x-xy 
Texp Aj {x — x) 



1 fiir n = 
sonst 



(E.50) 
(E.51) 

(E.52) 
(E.53) 
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Durch ( E. 5C )-( E.55 ) sind die zeitgeordneten Integrale vollstdndig charakterisiert. Fiir drei 
Punkte X, y, z, die auf einer Geraden liegen, gilt 



Texp A, {z - xyj ■ Texp ^ {y - zf 
Fiir die Adjungierten (der Matrizen) hat man 

Til' A,{y-x)T 



Texp I / Aj{y — x) 



Texp{ I Aj {y — x) 



T 

Texp 



Aj {x - yy 
Aj (x - yy 



(E.54) 

(E.55) 
(E.56) 



Beweis: Nach Wahl einer Parametrisierung Zj = Xj y + (1 — Xj)x gilt 



Aje 



dXi / dX2 



An- 



dA„%(z„)e---^ii(^i)e 



Damit haben wir die zeitgeordneten Integrale auf die Dysonreihe zuriickgefiihrt; der einzige 
Unterschied bei unserer Definition besteht darin, daB die 'spateste' Matrix A{zi) ganz 
rechts (und nicht ganz links) steht. Die Konvergenz von ( E.49| ) folgt mit der Abschatzung 



T(/ Ajer 



< — sup 

Ae[o,i] 



nl 



A,{Xy + {l-X)y)e 



(E.57) 



Die Differentialgleichungen ( E.50| ), (|E.51|) sowie (^^ ), ( ^^) erhalt man nach der Um- 
formung 



C^— T 

dy^ 



ds\s=iJo Jo 



Ai 



dX 



2 • 



An- 



genau wie bei der Dysonreihe, (E.54) ist eine Konsequenz von (^]5l|), (^]5|). Zum Beweis 
von (|E.55|) muB man eine Variablentransformation durchfiihren, wir betrachten exemplar- 
isch den Fall n = 2. Wir haben 



T( A,{y-xy) 



mit Zj = Xj y + {1 — Xj)x und somit 



dXi dX2 A*^{zi) A*^{z2) ('H' 



■J2 



dXi I dX2 A*^{zi) A*j^{z2) e e 



■32 



dA2 



A2 



dXi A^izi) A*j^{z2) e 



■32 



X \ 2 

Aj {x - yy 



y 



Gleichung ( E.56| ) folgt aus ( [E.55| ) durch Summation iiber n. 



□ 



Durch Bildung der Adjungierten von ( p.50| ), ( Pj].51| ) erhalt man die Differentialgleichungen 



e*^— T 

dx^ 



J^M') = -Akix)eTi^j^ A,ej ,n>l 



, d 
dx^ 



Texp (^J'a,^^ = -A,{x)eTexp(^J' A,e^ 



(E.58) 
(E.59) 
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Fiir die Ableitung von Texp(/j' ^jC"') Richtung des Vektors y — x gelten die einfachen 
Regeln ( [E.51 ) und ( [E.59| ). Fiir partielle Ableitungen haben wir i.a. keine entsprechenden 
einfachen Gleichungen, also insbesondere 

^"""p (r ^ ^'""p (r ^0 ^'^^^ 

^Texp(£^,e^) / -^,(x)Texp(£^,e^) 

Fiir eine iibersichtliche Notation ist ein solcher "Ableitungsoperator" dennoch niitzlich: 
Def. E.1.11 Wir vereinbaren die Schreibweise 

Texp (^1' Aj := Texp A, 4{y) 
'^,Texp(^l' A,e) ■■= -4ix)Texp(^l' A,e) 
Auf alle anderen Funktionen wirkt ^ wie der Operator ^, also beispielsweise 
Texp Aj {z - xy^ f{z) Texp (^J^ Bt {y - 

:= Texp A, (z - x)^) (4 / + (^/) - / ^)|, Texp (^j" {y - zf'^ . 
Wir verwenden fiir das zeitgeordnete Exponential ( [E.49| ) auch die kiirzere Schreibweise 



Lemma E.1.12 Es gilt die asymptotische Entwicklung 



XLS^{x,y) = xiTexpi-i / A^^j] s^{x,y) 



mit 



-\XL I'dz (2a-l) Te-^/>^(--)"e,7fci^L'' Te'^^^^ 

^ J X 

-\XL f'dz Te-^ ^li^--)^ e.,uF^e Pi' Te'^ H ^^iv-^)^ sl^{x,y) 



^ J X 



Ft 



cPAl-d'Ai-iiAlAl] 



9ml 



(E.60) 
(E.61) 



Fiir die rechtshdndige Komponente hat man die analoge Gleichung, wenn man die Indizes 
L, R vertauscht. 
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Beweis: Wir entwickeln die einzelnen Summanden der Gleichung 

oo 



(E.62) 



n=0 



nach Potenzen von m und wenden iterativ Lemma E.1.5 an. Zur Ordnung 0(ln(|^^|)) 
brauchen wir nach Lemma [E.0.3 nur die drei folgenden Falle zu beriicksichtigen: 



a) Alle Faktoren in ( [E.62| ) sind Sq, und bei der asymptotischen Entwicklung von -Sq 

tritt immer der fiihrende Beitrag ( E.42 ) auf. 

b) Alle Faktoren in (E.62) sind Sq, und bei der asymptotischen Entwicklung von Sq .Sq 

tritt genau einmal der Beitrag ( [E.43| )-( ^.45| ) auf. 

c) Genau ein Faktor in (^^ ) ist ms^^\ und bei der asymptotischen Entwicklung von 

Sq . Sq tritt immer der Beitrag ( p.42| ) auf. 

Wir betrachten diese Falle nacheinander, mit 'x' bezeichnen wir die jeweils auftretenden 
Beitrage: 

Zu a) Wir haben 

XL ((-s^erso^)(x,y) = XL ((-So^4Lr«o)(^>y) 
= -XL I d'^z (s^ 4^ s^) (x, z) {-4l So)"~^ (z, y) 



XL J (fzsQ{x,z) (^-i J ^ii^-^)]^ (-^L^i 



XL d'zs^,{x,z)Ti-z Aiiz-x),) (-4^So^)"-^(z,y) 



Nach Summation iiber n erhalt man 



XLS^{x,y) X XL Texp ^-i J A^^^j^ SQ{x,y) 



(E.63) 



Zu b) Wir nehmen an, daB mit n = p + q + l, p,q>0 bei dem {p + l)-ten Faktor B die 
niedrigeren Entwicklungsterme ( |E.43| )-( ^.45| ) auftreten. Mit analogen Umformungen 
wie unter a) erhalt man den Ausdruck 

XL {{-s^oBrs^,){x,y) X XL [d'zs^,{x,z)T(-i r A^^{z-x)X 4Li^) 



XT Al{y-z)k So^(z,y) 



Wir summieren iiber p, q 

XLsl,{x,y) X XL d'^zsQ{x,z)Teyip 



A^Li 



Z — X) 



xTexp -i / Aliy-z);,] s^{z,y) 



(E.64) 
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und bestimmen die Entwicklungsterme ( E.43D -( ^.45 ). Bei der Berechnung von Fjk, 
muB man beachten, dafi auch die zeitgeordneten Integrale in ( [E.64 ) differenziert 
werden miissen. Diese Ableitungen konnen zunachst nicht ausgefiihrt werden, nach 
Kontraktion mit ^-^ ist aber ( E.50 ) anwendbar, und es ergeben sich fiir Feldstarke 
und Strom die Ausdriicke ( [E.60I ), ( |E.61| ). 

Zu c) Fiir p,q>l gilt 



XL 



XL 
XL 



V 

(1) 



d'^zi / d'^Z2 Sq{x, zi)T(-i A{ {zi - x) 



X S^^^{ZI,Z2) 4Riz2) T 



Z2 



J 

9-1 



p-1 



Wenn p oder q verschwinden, haben wir eine analoge Gleichung. Summation iiber 
p, q liefert 



XLsl,{x,y) X mxL X! (("■^o ■^(i) ("^R )") (a^' 2/) 

p,q=0 

'd'zs^oix,z) Te-^/>i(--). sl^iz,y) 



-XL 



+XL d zi d Z2 Sq{x,zi) Texp 



X S('i)(zi,Z2) 4/?(^2) Texp 



i / A'l{y-Z2)k] s^iz2,y) 



22 



(E.65) 



Wir wenden nacheinander ([E.46| ), (|E.47 ) an und vereinfachen die Diracmatrizen mit 
( [E.31| ). Mit Hilfe von (|E.51| ), ( |E.59| ) konnen wir die Faktoren 4i/R ij als Ableitung 
umschreiben und partiell integrieren. 

□ 

Man beachte, daB man fiir Fij, jetzt der Ausdruck der nichtabelschen Eichtheorien 
auftritt. Das ist natiirlich kein Zufall, sondern war nach dem bekannten Eichtransforma- 
tionsverhalten von zu erwarten. 



Nach der Definitionsgleichung ( p!8[ ) erhalten wir aus Lemma E.1.12 unmittelbar auch 
eine asymptotische Entwicklung fiir km- Um auch eine Gleichung fiir pm abzuleiten, 
benotigen wir folgendes Lemma: 

Lemma E.1.13 Es sei E{x) ein beliebiges Matrixfeld. Die asymptotischen Entwicklung s- 
formeln bis zur Ordnung 0(ln(|(^^|) der Distributionen in jeder Zeile von 



{koEpo){x,y) 
{k('') Epo){x,y) 
{koEpW){x,y) 

{soEpo){x,y) 



{koEko){x,y) 
{k('^ Eko){x,y) 
{koEk^^)){x,y) 

{soEko){x,y) 



unterscheiden sich jew eils nur durch die symbolische Ersetzung p ^ k. 
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Beweis: Nach (Q, (|a1|) und (|Cl ) haben wir die Gleichuneen 

{KoEPo){x,y) = £^ , {KoEKo){x,y) 

{SoEPo){x,y) = f E , (5oSi^o)(x,y) 



1 



mit -E(z) = e{z^ — x^) E{z). Die gesuchten Distributionen erhalt man daraus durch Dif- 
ferentiation. Die Behauptung folgt aus der Analogie der Ableitungsregeln C.1.5 , C.l.lS in 
Verbindung mit den asymptotischen Entwicklungsformeln von Satz |C.1.25| . □ 



Satz E.1.14 Fiir pm, km gilt mit der symbolischen Ersetzung Cm = km oder Cm = Vm 
XLCm{x,y) = XLTexp(^-i J A^^j^ Cm{x,y) 

f'dz {2a - 1) Te-'I>'^ 7^ F^' Te"'/'^'^ ^y-'^" C^^\x,y) 

^ J X 

+\XL f'dz (a'-a) Te-^^>l^^-^^-Hk3l Te'^ ^^-^^^ CW(x,y) 

J X 

Jx 



4 

m 



+0{H\e\)) + Oim") 



(E.66) 



mit Ff^, gemdfi ( E. 6(\ ), ^E. 6J\ ). Fiir die rechtshdndige Komponente hat man die analoge 
Gleichung, wenn man die Indizes L, R vertauscht. 

Beweis: Fiir Cm = km ist die Behauptung nach (|^) klar. 

Fiir den Fall Cm = Pm vergleichen wir (H) und (H): Setzt man in diese Gleichungen 
V gemaB ( p^ ein, ergibt sich fiir km der Ausdruck ([T9| ) und fiir pm entsprechend 



h,l2=0 



h+h 



E 

#Ql gerade #Q2 gerade 



^ (,^)#Qi+#Q2 c(#Qi/2) c(#Q2/2) 



X AmiQl, l)B---B Am{QlM)Bpm B Am{Q2, l)B---B Ara{Q2, h) ■ 



(E.67) 



Aus (19) erhalt man Gleichung ( |E.66| ) fiir den Fall Cm = km, indem man jeden Summanden 
iterativ bis zur Ordnung ©(Ind^^D) entwickelt und die Summe ausfiihrt. Die Summanden 
in ( E.67] ) unterscheiden sich von denjenigen in (|l^) lediglich dadurch, dai3 ein Operator 
km durch pm ersetzt ist. Nach Lemma E.1.13 und ( E.26D , (|E.27|) entspricht das gerade 
einer symbolischen Ersetzung von km durch pm in der Endformel. □ 



Die abgeleiteten Gleichungen fiir pm, km sind eine Verallgemeinerung von Satz [E.1.7| . Wir 
konnen wieder explizit iiberpriifen, daB Pm,km hermitesch sind; dabei verwendet man 



anstelle von (E.37) die Umformung 

r dz Te-'/>^ (-iAi + iA'j^) Te-'l 

Jx 
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y . d 
dz e — 

OZi 



jxexp ^- 



Al{z-x)a] Texp 



A {y - z) 



Texp 



M e, - Texp 



E.1.3 Storungsrechnung mit Massenasymmetrie 



Satz E.1.14 laBt sich direkt auf die Storungsrechnung mit Massenasymmetrie libertragen. 
Satz E.1.15 Mit der symbolischen Ersetzung C = k oder C = p gilt 

XL C{x, y) = XL Texp 



1 

+ 2 XL 



-^XL 



AiC,) C{x,y) 

-XL r dz (2a-l) re-/;^L(--)" 7fc ^^l' Te"^ (^"^^^ C^^\x,y) 
2 J X 

dz re-'/>^ Eijki ^'^ Te-^r^^ ^y-'^" C^^Hx,y) 

XLj'dz Texp(^-iJ^Al{z-x)a^ {-i4i^{z) Y + iY 4j,{z)) $ 



m 



Texp[-i A\{y-z)i}i C^^\x,y) 



+0{\u{\i'^\)) + 0{n?) 



(E.68) 



mit Ff^, gemdfi ( E. 6(\ ), ^E. 61\ ). Fiir die rechtshdndige Komponente hat man die analoge 
Gleichung, wenn man die Indizes L, R vertauscht. 

Beweis: Der Beweis von Lemma E.1.12| gilt wortlich auch mit Massensymmetrie, wenn 
wir sYr, durch 



ersetzen. Wir haben 



so dai3 sich aUe Rechnungen und damit auch das Ergebnis von Lemma E.1.12 bis auf die 
zusatzHch auftretende Massenmatrix Y iibertragen. Die Behauptung folgt daraus genau 
wie Satz E.1.14 mit Hilfe von Lemma E.1.13. □ 



E.1.4 Zusatzliche freie Asymmetrie von P 

Die Storung von P wird durch die Gleichung 

P = V PV* (E.69) 

mit V gemafi ( |14[ ) beschrieben. Bisher haben wir aufier in Abschnitt [E.l.l| nicht mit dem 
Operator V gearbeitet, sondern nur die Storungsrechnung fiir untersucht. Wenn P 
eine freie Asymmetrie enthalt (also, wenn der freie Projektor P die chirale Symmetric 
bricht oder wenn die Massenasymmetrie der Fermionen nicht in der Storungsrechnung 
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beriicksichtigt wird) ist das nicht ausreichend, wir miissen den Operator V berechnen und 
P mit Hilfe von Gleichung ( [E.69 ) bestimmen. 

Um die dabei auftretenden Schwierigkeiten zu erlautern, betrachten wir eine Entwick- 
lung bis zur Ordnung C'(^~^). Mit der Abkiirzung z = Xy + {1 — X)x und A{z) = 
e(z° - A{z) gilt 



y . 



1 

2^ 



dXA,{z)e Po{x,y) + 0{C^) 
Durch Iteration erhalt man daraus nach einer Variablentransformation 

((so 4)" Po) = / ^^Ai e(Ai) / dX2 e(A2 - Ai) • • • / dA„, e(A„ - A„_i) 

27r 



2^ 

oo 



(fco 4 (so 4)" po) = 7r(o) / dXo I dAi e(Ai - Ao) • • • / dA„ e(A„ - A^-i) 



oo 

2^ 



xA,,{zo)e'---Aj„e" + 0{C') (E.71) 

mit Zj = Xjy + {1 — Xj)x. Bei der Berechnung von Vpo nach ( [l^ treten also geschachtelte 
Integrate auf. Diese nichtlokalen Linienintegrale haben Ahnlichkeit mit den zeitgeord- 
neten Integralen von Definition E.1.9 , als wesentlicher Unterschied ist das Integrationsge- 
biet jetzt aber nicht beschrankt. 

Dai3 in den bereits abgeleiteten Formeln fiir keine nichtlokalen Linienintegrale 

auftreten, hat folgenden Grund: wenn wir beispielsweise die Gleichungen 

Po{x,y) = {V poV*){x,y) , ko{x,y) = {V koV*){x,y) 

nach Potenzen von B entwickeln und die asymptotischen Formeln ( [E.70| ), ( [E.71| ) einsetzen, 
heben sich alle Beitrage der Integrale auBerhalb der Verbindungsstrecke xy weg, und man 
erhalt die zeitgeordneten Integrale ( E.4^ ). 

Eine allgemeine mathematische Behandlung der nichtlokalen Linienintegrale ist aufwendig 
und schwierig. Vor allem deswegen, weil bei der Reihe 

°° ;>oo ;>oo ^oo 

^ / dXi e(Ai) / dX2 e(A2 - Ai) • • • / dXn e(A„ - A„_i) Aj,{zi) ■ ■ ■ 

j^_g J — OO J—OO J — OO 

(E.72) 

Konvergenzprobleme auftreten. Die Abschatzung ( |E.57 ) fiir zeitgeordnete Integrale laBt 
sich nicht auf (E.72) iibertragen. Damit ist nicht klar, ob unsere Storungsentwicklung auch 
dann noch im Distributionssinne konvergiert, wenn nichtlokale Linienintegrale auftreten. 

Wie in iiberlegt wurde, miissen die mit der Matrix X nicht kommutierenden Eich- 
potentiale bei einer Spindimension von 4n die Form 

XLiUnm^^) + XRiULmi^) (E.73) 
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mit Matrixfeldern Ui/ji{x) G U{n) haben. Diese Annahme ist auch eine wesentliche tech- 
nische Vereinfachung. Wir werden P nur fiir diesen Spezialfall berechnen. 

Im ersten Schritt wollen wir annehmen, daB ( E.73 ) die einzige Storung des Diracoper- 
ators ist, also 

G = + XLiUnm^') + XR^ULmL^) ■ (E.74) 
Bei vierkomponentigen Wellenfunktionen geht (|E.74| ) in den Operator ( [E.5| ) mit 



Ul/r{x) = e^^v«W 



liber. 



Satz E.1.16 Mit der symbolischen Ersetzung C = p oder C = k gilt 

XLC{x,y) = XLUL{x)XLUl\y)Co{x,y) 
+m XL Ul{x) Xl Ul\y) Y C^^) (x, y) 



m 



/oo , 

+ e(l - A) Xl Y Ur{z)) ^| U^\y) y) 



+0{H\e\)) 

wobei wir die Abkiirzung z = Xy + {1 — X)x verwenden. Fiir die rechtshdndige Komponente 
hat man die analoge Gleichung, wenn man die Indizes L, R vertauscht. 

Beweis: Fiir ein unitares Matrixfeld U{x) G U{n) erfiillt der Ausdruck U{x) U~^{y) die 
Differentialgleichung 

-^U{x)U-\y) = U{x)U-\y){U{y)d,U-\y))e 

mit Anfangsbedingung U{x) U~^{x) = 1. Durch Vergleich mit ( |E.51| ), ( |E.53 ) folgt 

Texp(^J\{d,U-^)^ e = U{x)U-\y) 

Fiir den Diracoperator ( |E.74 ) verschwinden aui3erdem Feldstarke und Noetherstrom ( [E.6[l| ), 
( |E.6lD . Damit tra gen in Lemma [E.1.12| nur die Beitrage (|E.63| ), ( |E.65D bei, also 



~v 

XL Sm 



XL Ul 

+ m XL (l - ^UL imi^)) 4) (l + imn) f^i?') + 0{m' 



Mit Hilfe von (|18| ) und dem Analogieargument von Lemma E.1.13 folgt fiir pm, k^ 

XL Cm = XL Ul Co U^^ + mxL C^^^ 

- im XL Ul (so m^^) C^'^ + Co m^^) s^^^) 
+ im XL (C(i) {<})Ur) so + s(^) mR) Co) Uj^' 
+ mxLUL (so mi^) C^'^ {^Ur) so + Co (^C/^ s^^^ {^Ur) so 



+somE')^^'HmR)Co] u^' + o{H\e\)) 



T-l 



(E.75) 
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Dabei muB man beachten, daB die Ausdriicke 

verschwinden, denn es gilt beispielsweise 

ko {^U£') {^Ur) ko = -ko [i^, U^'] C(i) [i^, Ur] ko 

= koU£^ imc''^\i^)URko = 

Gleichung ( ^?75|) ist eine unmittelbare Verallgemeinerung von ( |E.35D auf den nichta- 
belschen Fall. Wir konnen ( |E.75| ) in der Form 



Cn 



V Cm. V* 



(E.76) 



mit dem Operator V schreiben, der analog zu Lemma E.1.4 durch 
XlV pm = XL Ul Po + rn XL - iUi So {^U£^ 



(1) 



+ imxL [l - iUL so imL^)) s(^) mR)Po + Oim^ 



(E.77) 



gegeben ist, was man genau wie im Beweis von Satz E.1.5| direkt nachrechnen kann. 

Der Operator V, (pl|), ist gerade so konstruiert, daB die Bedingung ( p.76| ) erfiillt 
ist. Deswegen ist klar, daB der durch ( E.77 ) gegebene Operator tatsachlich mit (0) 
iibereinstimmt. Aus diesem Grund konnen wir Gleichung ( [E.75 ) auf die Storungsrechnung 
mit Massenasymmetrie fiir p, k iibertragen: die Massenasymmetrie beriicksichtigen wir wie 
in Satz E.1.15| durch die Ersetzung 



.(1) 



(E.78) 



die Asymmetric in P nach Vergleich von ( [E.76| ), ( |E.69[ ) durch die Ersetzungen 

Co — >XCo , C^^'^ — > Y C(^) . (E.79) 

Nun fiihren wir eine asymptotische Entwicklung um den Lichtkegel durch. Dabei konnen 
wir Lemma E.l.t anwenden, denn die dort abgeleiteten Formeln sind offensichtlich auch 
dann giiltig, wenn Aj,Bk miteinander nicht kommutierende Matrizen sind. Man erhalt 



XLC{x,y) = XLUL{x)XLU^\y)Co{x,y) + m xl >^ C«(a;, y) 



+ 



m 



4 XlUl{x) (e(A) mi'){z)Y 

+ e{l-\)XUll)UZ^){z)Y) C«(x,y) 
d\ (e(A) Y mR){z) Xr 

+ e{l-X)Yil^UR){z)) ^C^^\x,y) 



m 



XL 



(E.80) 
(E.81) 
(E.82) 



-^XlUUx) y_^dA6(A) [{U^'){z)YmR){z) 

+ {^UI^){z)YUr{z)) XR^UjiHy)C^'\x,y) (E.83) 
J XL Ul{x) J^^ dX e(l - A) Xl {{UE'){z) Y (^C/«)(z) 
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m 

+-XL / dX {e{\)Y{lj)UR){z)XR 

4 J — oo 

+ e{l- \)Y {c^Ur){z)) i C^^\x,y) 



m 



+^XlUl{x) I dX [e{X)m^'){z)Y 



(E.84) 
(E.85) 
(E.86) 



+OiH\e)) 



Die Terme und (|K85D heben sich weg. Bei ( ^^ +( ^^ kann man partiell inte- 

grieren, dabei fallen die Randwerte bei A = ±00 wegen U{zix=±oo) = 1 weg. □ 



Wir wollen nun Satz E. 1.161 auf den allgemeineren Diracoperator 



erweitern. Die links- und rechtshandigen Potentiale 4l/r sollen mit X kommutieren, also 



fiir alle x £ M. 



Im Spezialfall 4-l/r ^ g^ht ( [E.87 ) in den Diracoperator ( [E.74 ) iiber 



Lemma E.1.17 Mit der symbolischen Ersetzung Cm = Pm oder 
Abkiirzung z = Xy + {1 — X)x gilt die asymptotische Entwicklung 



—00 
00 



{so4Co){x,y) = \ i^J^^dXe{X)A,{z)ej Co{x,y) 
dX i2X - 1) e 7' Fk.iz)) C^'\x,y) 
dX{X^-X)UkjH^)) C^'Hx,y) 
+ 1 {^j'^JXe,,kiF''{z)e Pi') CW(x,y) + 0{ln{\e 



1 

+ 4 
1 

~4 



(E.88) 

km und der 

(E.89) 
(E.90) 
(E.91) 
(E.92) 



Beweis: Nach Lemma p.l.l3| geniigt es, die asymptotische Entwicklung fiir den Fall 
Cm — Pm zu beweisen. Die Behauptung ist damit ein Spezialfall von Satz |a23i □ 



Satz E.1.18 Fiir den Diracoperator ( E.87 ) gilt mit der symbolischen Ersetzung C = p 
oder C = k 



XLC{x,y) = xlUl{x) Texp 



AiiA XLUL\y)Co{x,y) 



(E.93) 



I XL Ul{x) Xl f'dz (2a - 1) Te'^/^^ F^^ ( 



X Te'' r ^y-'^" U^\y) C^^^ (x, y) (E.94) 
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+\ XL Ul{x) Xl J' dz {a' - a) Te'^^ ^ jI{z) 

-'-XL Ul{x) Xl J' dz Te-'i: s.,m Fi^z) ^ pV 

+mxL Ul{x) Texp (^-i ^l Xl Ul\y) Y 



(E.95) 

(E.96) 
(E.97) 



m 



XL Ul{x) 



d\ 



+ e(l - A) Xl (^Te-'^^^^ ^'-""^^ U^\z) Y Ur{z) Te'^/^^ ^^-'^'^ 
X [/^i(y)C«(x,y) + OM\e\)) + 0{m^) 



(E.98) 



mit Ffj, gemdfi ^E. 6(\ ), ( E. 6\ ). Zur Abkiirzung wurde z = Xy + {1 — X)x gesetzt. Fiir 
die rechtshdndige Komponente gilt die analoge Gleichung, wenn man die Indizes L, R 
vertauscht. 

Beweis: Fiir das zeitgeordnete Integral der Potentiale hat man 

Texp (^J^{-iUAjU-^ + U{djU-^))(^^ = U{x)Texp(^-i f U'^iv) , 

wie man durch partielle Ableitung in Richtung ^ und Vergleich mit der Differentialgle- 
ichung ( |E.51D sowie ( [E.53 ) verifiziert. 

Bei den Operatoren Po,kQ, Sq verwenden wir die Kurzschreibweise 



(•)L//?(^'y) ■= Texp 



)ix,y) 



(E.99) 



Wir betrachten nun die Falle a) bis c) in Lemma ^.1.12 nacheinander und untersuchen, 
welche Beitrage sich jeweils fiir P ergeben. Dazu schreiben wir die Formeln fiir Pmj so 
um, dai3 man die Gleichung fiir p, k wie beim Beweis von Satz |E.1.1(: durch die Ersetzungen 
( IE.780 , (|E.79| ) ableiten kann. 

Zu a) Wir haben nach ( E.63| ) 

XLs]^ s< XlUls^l^E^ 

und damit fiir pm, km 

XL Crn ^< XL Ul Cq^l 

Nach der Ersetzung ([E.79|) erhalt man (|E.93| ). 
Zu b) Als Beitrag hat man nach ( [E.64 ) die Entwicklungsterme ( [E.43| )-( pj].45| ) von 

XL X XL Ul sIl (4l + mi^WL) s^l Ul' 
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Fiir pm, km erhalt man folglich bei einer asymptotischen Entwicklung die Beitrage 
(^]9^)-(^^) von 



XL Cr, 



XL 



+ Co,L {4L + ii^UL^)UL) so,l} Ul^ 



Da die Feldstarke und der Strom ( E.6C| ), (|E.6lD des Potentials i{<^U^^)UL ver- 
schwinden, ergeben sich nach den Ersetzungen ( [E.78| ), ( |E.79 ) die Summanden ( |E.94 )- 

Zu c) Wir haben nach ( [E.65 ) 

m XL (l - Ul {4l UE' + mi'))) 4) 



X (i-{UR4j,-imR))sijiUj,' 



~v 

XL Sm 



und somit fiir pm, km 

XL Cm - mxLC^'^ 

-mxL Ul (so.l (4l + mE^)) C^'^ + Co,l {4l UE' + mE^)) 
+m XL {Ur 4j^ - i{^UR)) so,R + (Ur 4ji - i{^UR)) Co,r) U^^ 

+M XL Ul {so,l {4l UE^ + K^UE^)) C^'^ (Ur 4r " K^Ur)) so,l 
+ Co,l {4l UE^ + ^(#t^L ')) ^^'^ (Ur 4r - K^Ur)) so,l 

+ So,L {4l UE^ + ii^UE^)) ^^'^ {Ur 4^ - i^R)) Co,l) ue^ . 

Wir fiihren nun wieder die Ersetzungen (E.78), (E.79) durch. Wegen der Kommu- 
tatorbedingung ( |E.88 ) geht der Operator Cq^l dabei auf sinnvolle Weise in 



Co,L{x,y) 



Texp 



liber. Nach asymptotischer Entwicklung mit den Formeln von Lemma E.1.6 erhalt 
man 



□ 



E.1.5 Zusatzliche skalare/pseudoskalare Storung 

Wir betrachten nun den Fall, dafi der Diracoperator ( [E.87 ) eine zusatzliche skalare/pseudoskalare 
Storung enthalt, also 

G = XLUR{i^ + 4^)U^^ + XRUL{i9 + 4L)UE^ - mE - ipm^ (E.lOO) 
mit Matrixfeldern 

E{x) = {Eab{x))a,b=l,...,n , ^{x) = {^ab{x))a,b=l,...,n 
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Die Massenasymmetrie und die freie Asymmetrie des Projektors P beriicksichtigen wir 
wieder durch die Matrizen Y bzw. X. Wir verwenden die Schreibweise 



Yl{x) = Y + E{x) +i^{x) 
haben also 



Yr{x) = Y + E{x) - i<i>{x) 



(E.lOl) 



Y + E + ip^ = XR. Yl + XL Yr 



Satz E.1.15 lai3t sich leicht auf diese etwas allgemeinere Situation iibertragen. 



Theorem E.1.19 Fiir den Diracoperator ( E.IOL ) gilt mit der symbolischen Ersetzung 
C = p oder C = k 



XLC{x,y) = xlUl{x) Texp 



(E.102) 



-\ XL Ul{x) Xl f'dz (2a - 1) Te-^^-^^ (^"^^^ Ik F^^z) 

X Te-'T^^ ^^-'^^ U^Ky) d^\x,y) (E.103) 
+]^XlUl{x)Xl J'dz (a'-a) Te'^^^"^ ^ 6 

X Te"*/'^'^ ^y^'^" Ul\y) C^^\x,y) (E.104) 
-\ XL Ul{x) Xl J' dz Te-'i: s^.m FI^{z) t Pi' 

X Te"*/'^'i U^^iy) C^^\x,y) (E.105) 

+mxL Ul{x) Texp (^-i ^l U£\y) Y^y) C«(a;,y) (E.106) 

m 

--rXLUUx) dX 

4 J —oo 

X |e(A) (re-^/:^i {Ue' Yl Ur)\, Te-' ^-H^ Xr ^ 

+ e(l - A) Xl I^Te'' ("""^^ {U^^ Yl Ur)\, re^*/>« 

X UE\y) C«(x,y) + 0{H\e\)) + 0{jr?) (E.107) 

mit Ff^, gemdjJ ^E. 6(\ ), ( E. 6^ ). Zur Abkiirzung wurde z = Ay + (1 — A)x gesetzt. Fiir 
die rechtshdndige Komponente gilt die analoge Gleichung, wenn man die Indizes L, R 
vertauscht. 

Beweis: Wir verwenden fiir po,ko, Sq wieder die Schreibweise ( [E.99| ). 

Zunachst iiberlegen wir uns, wie sich die zusatzhche Storung E + ip^ in der Formel 
fiir auswirkt. Nach Lemma E.0.3 und Theorem A. 5.1 , Theorem |B.5.1 haben wir als 
einzigen zusatzhchen Beitrag in Lemma E.1.12 den Fall zu betrachten, daB alle Faktoren 

in ( [E.62| ) Sq sind und bei den Faktoren B genau einmal die Storung E + ip^ auftritt. 
Damit folgt 



~v 

XL 



XL m Ul sIl Ul' (S + ip'^) Ur s^r U^' 
XL m Ul sIl U^' (H + i1>) Ur s^^ U]^' 
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Als Beitrag zu pm, erhalt man 



r-l 



Die Gleichung fiir C folgt genau wie im Beweis von Theorem E.1.18 durch die Ersetzung 
Co — > XCq 



XlC X XLmUii so,L t^L ^ + i^) Ur Xr Cq^r 



+Xl Co,l Ul' (H + i^) Ur so,/?, 



Fiir C = p konnen wir mit Hilfe von Gleichung (lCl05| ) eine asymptotische Entwicklung 
durchfiihren 

1 

XLP{x,y) >i XLmUL{x) / dX 
4 J —oo 

X UeHz) {E{z)+t<^{z))UR{z)Te-'I"^'h^y-'^'=^ Xr^ 
- e(l -X)Xl^ (^Te^'^^i ("""^^ U^Hz) 

X (H(z) +i^>(z)) C/r(z) Te-'-!''^R iv^^h'^ 
X C/.i(y)p«(x,y) + 0(ln(|C2|)) 



Fiir kjn folgt die Behauptung mit dem Analogieargument von Lemma E.1.15. 



□ 



Theorem E.1.19 gibt die Eichterme und Pseudoeichterme von P bei alien fiir uns in- 
teressanten Storungen des Diracoperators an. Wir erhalten daraus samtliche in Abschnitt 



ELl| abgeleiteten Satze als Grenzfall: Lassen wir die skalare/pseudoskalare Storung weg, 
so erhalten wir Satz E.1.18|. Wen n zusatzlich die dynamischen Eichpotentiale 4^£^/r ver- 
schwinden, ergibt sich Satz E.l.K: und im Spezialfall vierkomponentiger Wellenfunktionen 
Satz ^1?^ . 

Besitzt P auf der anderen Seite keine freie Asymmetrie (also X = 1), so ist die 
Bedingung ( [E.88| ) in jedem Fall erfiillt. Es besteht dann keine Notwendigkeit, die Storung 
des Diracoperators gemafi ( |E.87 ) in 4-l/r ™^ ^L/R aufzuspalten. Nach der Ersetzung 



4l/r Ul/r 4l/r Ul/r + iUL/R {^U^f^, 



konnen wir annehmen, dafi U^jr = 1 ist. Aufierdem lassen sich die nichtlokalen Linienin- 
tegrale in ( E.98| ) nun zu dem konvexen Integral 



dX Te 



y Te 



zusammenfassen. Auf diese Weise erhalt man Satz E.1.15. Ist zusatzlich y = 1, so ergibt 



sich Satz E.1.14. 
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Man sieht an der abgeleiteten Formel fiir C, dafi Theorem |E.1.18| nicht auf einfache 
Weise weiter verallgemeinert werden kann. Bei einer Abschwachung von Bedingung ( |E.88| ) 
ist beispielsweise die Matrix 

Ul{x) Texp (^-i j' Xl i U^Hy) 

in ( E.102| ) nicht mehr selbstadjungiert. Wir miiBten sie durch einen Ausdruck 

M{x)XM-Hy) 

ersetzen, wobei J\f eine unendHche Reihe nichtlokaler Linienintegrale der Form ( [E.72| ) ist. 

E.2 Massenterme ~ 

In diesem Abschnitt wollen wir die Massenterme und Eichterme ~ tit? berechnen. Wir 
beriicksichtigen dabei in den Distributionen p und k alle Beitrage bis zur Ordnung 0{£,^) 
bzw. 0{^'^). 

E.2.1 Storungsrechnung mit Massenasymmetrie 

Wir betrachten den Diracoperator ( |E.74[ ). Im Projektor P lassen wir wieder eine Masse- 
nasymmetrie zu, die mit der Matrix Y beschrieben wird. 

Zunachst betrachten wir die Storungsrechnung fiir s^-j. Durch Entwicklung von (^) 
nach m erhalt man 

oo 

p,q=0 
oo 

+ i-s^oSrsl^Yi-Bs^,yi-Bsl^Y)i-Bs^oy 

p,q,r=0 



also 



XLS^2) = E XLi-S^oSLr^'(2)yH-BLS^,r (E.108) 
p,q=0 

oo 

+ Y: XLi-s^o BlT s^^Y {-Bns^,n-Bnsl~^Y) {-Bls^oY (E.109) 

p,q,r=0 



mit 



BL = iULmE^) , Br = iUni^Uj;^) . (E.llO) 
Wir wollen nun die Summen (|E.108|) und (E.109) vereinfachen, dabei rechnen wir bis auf 



Terme der Ordnung ©(^ ). Fiir die erste Summe hat man 

oo 
p,q=0 

= {1-UsIUI^Bl)sI~^Y\1-BlUlsIUI^) 
Ul s^o Ul U^' 
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die zweite Summe kann man folgendermafien umformen: 

oo 

Y: i-s^o BlY 4) Y {-Br s^,Y {-Br 4) Y) {-Bl s^,Y 

p,q,r=0 

oo 

= UE' Bl) 4) Y {-Br s^^Y {-Br Y) (1 - Bl Ul s^, U^') 

5=0 

oo 

= s^o Y s^, {-Br s^,r {-Br) s^, Y Ul s^, Ue' 

q=0 

= Ul f/i ' Ys^{l- Br Ur C/^^) {-Br) Y Ul UE^ 
= Uls'^{Ue'YUr)s'^Uj,'{-Br)s'^YUls^Ue' 
= -Ul s^, {Ue' Y Ur) m Ue'] Y Ul s^, Ue' 
= -Uls^.Ue'Y^s^oUls^oUE' 

+Ul si {UE' Y Ur) (f/^i Y Ul) U^' (E.Ul) 

Insgesamt erhalt man also 
XL s^2)ix,y) 

= XL {Ul {UE' Y Ur) {Ue' Y Ul) Ue') {x, y) + 0{e) • (E.112) 
Nun fiihren wir eine asymptotische Entwicklung um den Lichtkegel durch. 

Lemma E.2.1 Fiir beliebige glatte (auch matrixwertige) Funktionen f,g gilt mit der Ab- 
kiirzung z = ay + {1 — a)x 



(sq f Sf^ g SQ){x,y) = / dz f{z) g{z) Sf^2){x^y) 

J X 

r{a^-a)n{fg)\,ie^{i) 

J X 



i fy , 

16^ 



+i Ix'^'iy^' ^^^^^""^ {z-x),{m^)9{y) e^(e) 
-^£«(/(^5))|.e^(0 + o{e) 

Beweis: Wir rechnen bis auf Terme der Ordnung 0{^^). Wir berechnen das Operatorpro- 
dukt schrittweise. Nach (A. 128) haben wir 

= fiy) i^'io + ^ J\m i i\i) (E.113) 

- (W)^ 0^(0 • (E.114) 
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Wir wollen jetzt die einzelnen Summanden in ( |E.113 ), ( E.114 ) mit dem Operator g Sq 
multiplizieren und asymptotisch entwickeln. Mit "x" bezeichnen wir die dabei jeweils 
auftretenden Beitrage. Die Summanden ( E.114| ) konnen wir mit der Umformung 



(G-/iSo")(^,y) 



a h . 



behandeln, dabei ist h die glatte Funktion 

1 fy 
8^ 



1 



(E.115) 



Der zweite Summand in ( E.115 ) fallt dabei weg, und wir erhalten mit den konvexen 
Kombinationen 

z = ay + {1 — a)x , u = /3y + (1 — P)x 

den Beitrag 

(ii;.114) X -l-j\a£df3(3{Of){u)g{z)e''{C) . (E.116) 



Den ersten Summanden in ( E.113 ) konnen wir mit dem Lichtkegelintegral § umschreiben 

ny 

J X 

Den zweiten Summanden in ( |E.113 ) konnen wir mit der Abkiirzung 



(E.117) 
(E.118) 
(E.119) 



dz (dJiz)) g{y) 



einfach umformen 
1 

47r 



i-y^ I d^z s(2){x,z) h^z) (i^J s'(^^{z,y) 



i^nd'^z {ii^^s^,^ix,z))h^{z) + s^,^^ix,z){<^^h^iz)) 



{x,y) 



47r2 



y 



Svr 



k e^(e) 



(E.120) 
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wobei k fiir die Funktion 



steht. Bei der Berechnung von k erhalt man die Zwischenergebnisse 



hUy) 



y ] 



' a{a/)(z)3{y)l + ra(«)(z)«»)b) 

X Jx 



mf)9)\y - 2 7^h-{y) 



a{nf){z)g{y)i + / a {(^f){z) 



und somit 

Ky) 



]^j\{Uf)[z)g{y)i + \[a{l^f){z)Umv) ■ 



Wir setzen in (|E.12q ) ein und erhalten schlieBlich 



Ibvr Jo Jo 

• 1 



IbTT Jo Jo 



(E.121) 
(E.122) 
(E.123) 



Beim Aufsummieren aller Beitrage heben sich ( E.116D , ( [E.122 ) weg. Der gesuchte Aus- 
druck ist damit gleich 



□ 



Mit diesem Lemma konnen wir (E.112) weiter berechnen. 



Lemma E.2.2 Fiir den Diracoperator (E.74) gilt 



XL~s\2){^.y) = XlUl{x) / dz{Uj:^Y^UL)\.U^\y)s\^^{x,y) 

J X 

-XL f/L(x) |'(a2 - a) UiJJl^ y2 ^ 0V(^) 



+XL ^ Ul{x) Jjl - a) y (Ur' Y Ul\ U^^y) 9^(0 

-xl^Ul{x) j\{u^^YUR)\,mR^yuL)\.u^\y)Q\0 + o{e 
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Beweis: Folgt durch Einsetzen von ( E.112| ) in die Entwicklungsformel von Lemma 
□ 



E.2.1 



Satz E.2.3 Fiir den Diracoperator ( E. 7^ ) gilt mit der symbolischen Ersetzung C = p oder 
C = k 

XL&^\x,y) = xlUUx) r dz{U^^Y^UL%Ul\y)C^^\x,y) 

J X 

-\XL UUx) ['{a^ - a) n{U^^ Ul)\, U^\y) ^ C^^\x, y) 



+^XL Ul{x) dz du ^{Uy} Y Ur)\^ [z - xy^j y Ul)i, 

^ J X Jx 

xUY\y) C^^\x,y) 
+i XL Ul{x) Hi - a) Y {Uj,^ Y Ul)\, U£\y) C('\x,y) 

Jx 

-i XL Ul{x) r a {Ul^ Y Ur)\, ^(C/^^ Y Ul)\, Ul\y) C^'\x, y) 

J X 



+ 



0{i^) furC = k 
0(^0) furC = p 



Beweis: Fiir C = k folgt die Behauptung aus (ll8|), fiir C = p verwendet man das Analo- 



gieargument von Lemma E.1.13 



□ 



E.2.2 Zusiitzliche skalare/pseudoskalare Storung 

Wir lassen nun im Diracoperator eine zusatzliche skalare/pseudoskalare Storung zu, also 

G = XLURii^U^^) + XRULii^Ul^) - m-E - ipm<^ . (E.124) 

Wir verwenden wieder die Schreibweise ([E.101[) und ( E.llO ). Durch Entwicklung von (0) 
erhalt man 



XL s(2) 



( |eI08|) + ( [e1o9|) 

+ XL{-s]iBLrs^o{^ + ^^){-s^oSRys'(,^Y{-BLsl 



p,q,r=0 



+ Y: XLi-s^oBLrs^,)Yi-Bns^,riE-i<^)s^,i-BLS^, 

p,g,r=0 



+ Y XL{-s^oBLrs^,{E + z^)s^,i-BRS^,y{E-i^)s^,{-BLS^, 

p,q,r=0 

Wir setzen die Umformung ( E.112| ) ein und behandeln die anderen Summen analog 

= XL Ul s^, {U£' Y Ur) s^, Y Ul) 4 f^L ' 

+XL Ul (H + i'^>) Ur (C/^^ Y Ul) U£' 

+XL Ul {U£' Y Ur) U^^ {E - i^) Ul U^^ 
+XL Ul (H + i^) - i1>) U^' 
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also 

s72)(x,y) = XL {ULS^{U£'YLUR)s^{U^'YnUL)s^U£'){x,y) + Oif) (E.125) 



Theorem E.2.4 Fiir den Diracoperator ( E.124 ) gilt mit der symbolischen Ersetzung C 
p oder C = k 



XL &'Hx,y) = XL Ul{x) / dz Yl Yr Ul)\, u^Hy) c^'H^,y) (E.126) 

-M Ul{x) f'ia^ - a) □(C/^^ Yl Yr Ul)\, Ul\y) ^ C^'H^^v) (E.127) 



+^XL Ul{x) I dz I du Yl Ur)\^ {z - xYj, Yr Ul)\ 



(E.128) 



yiUl\y) C^^\x,y) 
+i XL Ul{x) j\l - a) Yl Ur)\, {U^' Yr Ul)\, 

xU^\y) C^^\x,y) (E.129) 

-iXL Ul{x) f'aiUE' Yl Ur)\, ^r' Yr Ul)\, U£\y) C^^\x,y) (E.130) 

J X 



+ 



0{i'^) furC = k 
0(^0) furC = p 



Beweis: Folgt aus ( [E.125| ) genau wie Lemma E.2.2 und Satz E.2.3 mit Hilfe der asympto- 
tischen Entwicklungsformel von Lemma E.2.1. □ 



Die Beitrage ([E.128| )-( [E.13C| ) sind Massenterme; in erster Ordnung Storungstheorie stim- 
men sie mit ( |B.85 ), (P-47 ) iiberein. 

Der Summand ( [E.126D beschreibt eine verallgemeinerte Phasenverschiebung von 
Er ist der Eichterm/Pseudoeichterm ~ m?. 
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